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‚Vorwort 


Dieses Buch ist aus Vorlesungen und Übungen entstanden, die 
ich während meiner mehr als zehnjährigen Lehrtätigkeit in Leipzig, 
Greifswald und Bonn gehalten habe. Dem entspricht die Begrenzung 
des Stoffs und die Art der Darstellung. Es soll hier eine Ein- 
führung in eine große und wichtige Disziplin geboten werden, die 
in neuester Zeit durch Übertragung des Determinantenbegriffs ins 
abzählbar und ins kontinuierlich Unendliche noch erheblich an- 
gewachsen ist. 

Die Frepuormschen Determinanten, die für die linearen Integral- 
gleichungen dieselbe Bedeutung haben, wie die gewöhnlichen De- 
terminanten für lineare Gleichungssysteme mit n Unbekannten, habe 
ich in der Hruserrtschen Weise durch Grenzübergang aus gewöhn- 
lichen Determinanten abgeleitet. Auf diesem Wege ergeben sich 
auch sehr einfach die Freonormschen Minoren und die Relationen 
zwischen ihnen, auf denen Frronorms Auflösung der linearen 
Integralgleichungen beruht. 

In dem Kapitel über unendliche Determinanten ist bei der 
Betrachtung der linearen Gleichungssysteme mit unendlich vielen 
‚Unbekannten auch die schöne Theorie dargestellt, die Ertarn 
Sormmpr für diese Systeme begründet hat. Ebenso wird am Schluß 
‚ des Buches E. Scummrs Behandlung der linearen Integralgleichungen 
in ihren Hauptpunkten entwickelt. Dieser Teil des Buches kann 
daher zur Einführung in das Studium der Integralgleichungen dienen, 
die sich unter den Händen Hırzerrs zu einer der umfassendsten 
und bedeutsamsten mathematischen Theorien entwickelt haben. 
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Iv I Vorwort 


Auf Seite 541 ff. findet der Leser die hauptsächlichsten Literatur- 
nachweise. Wünscht er eine vollständigere Bibliographie, so ver- 
weisen wir ihn auf den Artikel von E. Nerro im ersten Band der 
Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften oder auf das 
Werk von T.. Murr: The theory of determinants in tbe. historical 
order of its development, London 1906. 


Bonn, im April 1909. 
Gerhard Kowalewski 
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Erstes Kapitel. 
Historische Bemerkungen. 


$ 1. Die Determinanten bei Lemnız. 


Leniz kam * auf die Determinanten bei Behandlung der 
Aufgabe, aus n-+1 linearen Gleichungen mit n Unbekannten 
Tis Tys- %, diese Unbekannten zu eliminieren. 

Er führte eine sehr zweckmäßige Bezeichnungsweise ein, die 
im wesentlichen auch heute noch in der Determinantentheorie be- 
nutzt wird. Er schrieb nämlich die n + 1 Gleichungen in folgender 
Weise: 

10+11-2, +12, +...+1n-2,=0, 
20 +21: +22.2 +... +2n r, = 0, 
30 + 81. EE she nl race 


Jeder Koeffizient ist hier durch zwei Indizes symbolisiert, von 
denen der erste die Gleichung, der zweite die Stelle innerhalb der 
Gleichung anzeigt. 

Im Falle n= 1 findet mag als Eliminationsresultat 

10-21 — 11-20 =0, 
im Falle n = 2 
10.21.32 -+ 11 . 22 80 -+ 12 . 20 . 31 
— 10. 22 . 81 — 11 . 20 . 32 — 12 . 21 . 380 = 0 
und so fort. 

Lxıswız gelangte durch Induktion zu einem allgemeinen Theorem, 
das er in einem Brief an den Marquis DE L'HosrrraL (vom 28. April 
1693) ausspricht: 

„Datis aequationibus quoteungue sufficientibus ad tollendas 
quantitates, quae simplicem gradum non egrediuntur, pro aequatione 
prodeunte primo sumendae sunt omnes combinationes possibiles, 
quas ingreditur una tantum coefficiens uniuscungue aequationis; 
secundo eae combinationes opposita habent signa, si in eodem prc- 
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deuntis aequationis latere ponantur, quae habent tot coefficientes 
communes, quot sunt unitates in numero quantitatum tollendarum 
unitate minuto; caeterae habent eadem signa.“ 

Es seien beliebig viele Gleichungen gegeben, die zur Elimination 
der den ersten Grad nicht überschreitenden Unbekannten ausreichen. 
Um die resultierende Gleichung zu erhalten, hat man zunächst alle 
möglichen Kombinationen zu bilden, in die aus jeder Gleichung 
nur ein Koeffizient eingeht.! Bringt man dann in der resultierenden 
Gleichung alles auf eine Seite, so haben diejenigen Kombinationen 
entgegengesetzte Zeichen, die so viele gemeinsame Koeffizienten 
enthalten, als es Einheiten in der um 1 verminderten Zahl der zu 
eliminierenden Unbekannten gibt.” Die übrigen haben dieselben 
Zeichen, 

Wenn zwei Produkte? 

In:2r,...n-+1l,r, 
und 

1a 25,...na+1l,s, 
n — 1 gemeinsame Faktoren haben, so entsteht s,, 5, - +. 3, Aus 
Tos fis +» » T, durch eine Transposition, d. h. durch Vertauschung 
zweier Glieder. 

Das nach der Lrrssizschen Vorschrift gebildete‘ Eliminations- 
resultat lautet also 


Zerin-2n.o.n+ln,=0. 


Die Summation erstreckt sich über alle (n + 1)! Permutationen 
Tas Tis -+s r, der Indizes‘ 0, 1, ... n, und s ist gleich + I oder 
— 1, je nachdem r,, rj, ..., r, aus 0, 1, ..., n durch eine gerade 
oder ungerade Anzahl von Transpositionen hervorgeht, 

DPA IA E a E 

ist das, was wir heutzutage eine (n -+ 1)-reihige Determinante 
nennen. i 

Es war ein glücklicher Gedanke von Lersnız, zur Bezeichnung 
der Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems Doppelindizes zu 
benutzen. 

In dem zitierten Brief finden. wir folgende Bemerkung über die 
Bedeutung einer guten Bezeichnungsweise: 


1 Gemeint sind die Produkte 17,-2r,...n +1, fa, wobei rg, Fises Ta 
eine Permutation von 0, 1,...,n ist. 
ıd.hb,n-1. 


a Sos Stp re m ist WIE fa, Fis -e Fa eine Permutation von 0, 1, ... m. 
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„Une partie du secret de l'analyse consiste dans la characté- 
ristique, c'est-à-dire dans l'art de bien employer les notes dont on 
se sert, ct vous voyez, Monsieur, par ce petit échantillon, que Viète 
et Descartes n'en ont pas encore connu tous les mystères.“ 


$2. Die Determinanten bei Cramer. 


Lrisntz fand nicht die Zeit, um seine Erfindung, von deren 
großer Tragweite er bei verschiedenen Gelegenheiten spricht, weiter 
zu verfolgen. So geriet sie denn ganz in Vergessenheit. 

Als GABRIEL Cramer, der Verfasser der „Introduction à l'analyse 
des lignes courbes algébriques“ (1750), sich mit Systemen linearer 
Gleichungen beschäftigte, stieß er ganz unabhängig von LEIBNIZ 
noch einmal auf die Determinanten. ; 

Im Anhang seines großen Werkes zeigt er, wie man n lineare 
Gleichungen mit n Unbekannten durch Determinanten auflöst. Wir 
wollen die kurze Note hier vollständig wiedergeben. 

„Man habe mehrere Unbekannte 


%, Yı Zy Vy +» 
und ebenso viele Gleichungen 
A' = Zig 4 Yiy 4 Xr+ Mo... 
A= Zur Yy Xat Pot 
A = Zr + Y’y + X's + abi Jan re 
TR Zt% + Yty 4+ Xiz + Vot... 
Dabei sollen die Buchstaben 
Al, A, 43, A 
nicht wie gewöhnlich die Potenzen von A bedeuten, sondern die als 


bekannt vorausgesetzte linke Seite der ersten, zweiten, dritten, 
vierten, ... Gleichung, Ebenso sind 


BZ 
die Koeffizienten von z, 
a 
die von Y, i i 
; DD Ee A 
die von g, 
LEN A 


die von v, ..., in der ersten, zweiten, ... Gleichung. 
1° 
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Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt hat man, wenn nur 
eine Gleichung mit einer Unbekannten x vorliegt; 
A! 
Pr 

Sind zwei Gleichungen und zwei Unbekannte x und y da, so 
findet man 


Se —— 


a'P?- A'Y: 
ze 2 We . 2° Y' 

und 
z'a VA. kd 


Are zy -zy 
Sind drei Gleichungen und drei Unbekannte z, y und x da, 
so findet man 
At d Aia, A! Yax A? y! X! + A? YX. t A’ Yr'X?- A YX! 
Zi Y X- ZYX ZYX Z YX YX YX 
DER — ZAX? — ZA X'+ ZEN + ZA X? Zt 
Y= ZY X Z YX ZY X 4 ZYX LZY R ZYX 
Z Y A — Z YA Zt YAS + ZIYA H SYLA e YA 
ZY XS- ZY X Z Y A YA A YA Ya 
Die Prüfung dieser Formeln liefert folgende allgemeine Regel. 
Die Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten sei n. Man 
findet dann den Wert jeder Unbekannten, indem man n Brüche 
bildet, deren gemeinsamer Nenner ebenso viele Glieder hat, als es 
verschiedene Anordnungen von n verschiedenen Dingen gibt. Jedes 
Glied setzt sich aus den Buchstaben 
VEO ED EB ER 


zusammen. Sie werden immer in derselben Reihenfolge geschrieben. 
Man erteilt ihnen aber als Exponenten die n ersten Ziffern in allen 
möglichen Reihenfolgen. So hat, wenn drei Unbekannte da sind, 
der Nenner 


2 = 


t = 


n EN ESE, Ea, 


Glieder; sie sind zusammengesetzt aus den drei Buchstaben Z, Y, X, 
die der Reihe nach die Exponenten 


123, 182, 218, 281, 812, 821 


erhalten. Man gibt diesen Gliedern die Zeichen + oder — nach 
folgender Regel. Wenn auf einen Exponenten in demselben Gliede 
mittelbar oder unmittelbar ein kleinerer Exponent folgt, so will ich 
dies ein Derangement nennen. Man zähle nun bei jedem Gliede 
die Derangements. Ist ihre Anzahl gerade oder Null, so erhält das 


> 
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Glied das Zeichen +, ist sie ungerade, so erhält das Glied das 
Zeichen —. Z.B. gibt es in dem Gliede 

VA y? X3 
kein Derangement. Dieses Glied erhält also das Zeichen +.) Das 
Glied = 

Zs yty? 
hat auch das Zeichen +, weil es zwei Derangements aufweist; 
3 vor 1 und 3 vor 2. Dagegen erhält das Glied 

zE 2x 
das drei Derangements aufweist, 3 vor 2, 3 vor 1 und 2 vor 1, das 
Zeichen —., > 

Nachdem so der ‘gemeinsame Nenner gebildet ist, erhält man 
den Wert von x, indem man diesem Nenner einen Zähler gibt, den 
man dadurch bildet, daß man in allen Gliedern Z in A verwandelt. 
Der Wert von y ist ein Bruch, der denselben Nenner hat und als 
Zähler eine Größe, die sich ergibt, wenn man in allen Gliedern des 
Nenners Yin A verwandelt. In ähnlicher Weise findet man den 
Wert der übrigen Unbekannten. 

Allgemein zu reden ist das Problem bestimmt. Aber es kann 
besondere Fälle geben, wo es unbestimmt bleibt und andere, wo es 
unmöglich wird. Das geschieht, wenn man den gemeinsamen Nenner 
gleich Null findet; d. h..bei nur zwei Gleichungen, wenn 

zn_-zrie0, 

bei drei Gleichungen, wenn 

Z! YI X$ Z! YX ZIY X+ 2 Y’ X'+ INN Y’ X= 
ist usw, Sind alsdann die Größen A!, A?, A®,... so beschaffen, daß 
auch die Zähler gleich Null sind. so ist das Problem unbestimmt, 
denn die Brüche $» die die Werte der Unbekannten geben müßten, 
sind unbestimmt. Wenn dagegen die Größen A}, A?, 4°,... so be- 
schaffen sind, daß, während der gemeinsame Nenner gleich Null ist, 
die Zähler oder einige von ihnen nicht Null sind, so ist das Problem 
unmöglich oder es sind wenigstens die unbekannten Größen, die es 


lösen können, alle oder zum Teil unendlich. Hat man z. B. die 
beiden folgenden Gleichungen 


2 = 3% — 2y, 


5 = 6z — 4y, 
so findet man 


ya 
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x und y sind also unendliche Größen, die sich zueinander verhalten 
wie 2 zu 8. Rechnete man die Unbekannten nach den gewöhnlichen 
Methoden aus, so käme man auf die sinnlose Gleichung 


=t. 
Denn die erste Gleichung gibt x 
z= $yt+$ 
und die zweite 
z=fy +$: 


Also hat man 
 ġytė=ġy+$ oder j=}, 
was ein Unsinn ist, wenn x und y endliche Größen sind. Wenn sio 
aber unendlich sind, so kann man ohne Sinnlosigkeit sagen, daß 
z=4y+}$ 
z= 4y +$ 
ist. Denn die endlichen Größen %$ und $ sind im Vergleich zu 
den unendlichen Größen x und y nichts. Die beiden Gleichungen 
z=ġy+4 und z=4y4t$ 
reduzieren sich also auf 


und gleichzeitig 


2 = $y, 
eine Gleichung, die nichts Widersprechendes hat.“ 


Zweites Kapitel. { 
Definition der n-reihigen Determinante. 


83. Paarungen zwischen zwei Systemen von n Dingen. 


Wir betrachten zwei Systeme von n Dingen. Der Leser stelle 
sich, um-ein anschauliches Beispiel zu haben, n Herren und n Damen 
vor, die auf einem Balle sind. 

Wenn jedes Ding des einen Systems mit einem Ding des andern 
Systems verbunden wird, also in unserem Beispiel jeder Herr eine 
Dame nimmt, so wollen wir das eine Paarung zwischen den beiden 
Systemen nennen. 

Eine solche Paarung kann man in folgender Weise bewirken. 
Man läßt die Herren in einer bestimmten Reihenfolge wählen. Der 
erste Herr hat dann die Auswahl unter n Damen, der zweite unter 
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N EN is 
n — l und so fort. Der letzte Herr muß die zuletzt übrig gebliebene 
Dame nehmen. Man sieht hieraus, daß es 

nl=1.2...n 
Paarungen zwischen den beiden Systemen gibt. 
So sind z. B. zwischen den drei Herren 
Karl, Paul, Fritz 


und den drei Damen 
Anna, Marie, Luise 


folgende sechs Paarungen möglich: 
(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise); 
(Karl, Anna), (Paul, Luise), (Fritz, Marie); 
(Karl, Marie), (Paul, Anna), (Fritz, Luise); 
(Karl, Marie, (Paul, Luise), (Fritz, Anna); 
(Karl, Luise, (Paul, Anna), (Fritz, Marie); 
(Karl, Luise), (Paul, Marie), (Fritz, Anna), 


$4. Umpaarungen und. Inversionen. 


Den Übergang von einer Paarung zu einer neuen wollen wir 
als eine Umpaarung bezeichnen. 

Die einfachsten Umpaarungen sind solche, wo nur zwei Paare 
abgeändert werden, also nur zwei Herren ihre Damen austauschen. 
„Umpaarungen dieser Art nennen wir Transpositionen. 

Jede Umpaarung läßt sich durch eine Reihe von 

Transpositionen herbeiführen. 
Will man von der Paarung ® zu der Paarung ® gelangen, so 
fasse man einen Herrn und eine Dame ins Auge, die bei ®, aber 
nicht bei P ein Paar bilden. Sie befinden sich also bei BP in ver- 
schiedenen Paaren. Ändert man nur diese beiden Paare ab, so ist 
wenigstens schon eins von den neuen Paaren gewonnen. Sind noch 
nicht alle neuen Paare da, so setzt man das Verfahren fort. Nach 
höchstens m — 1 Schritten hat man die Paarung ® erreicht. 

Um z. B, von der Paarung 

(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise) 
zu der Paarung 


(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie) 
zu gelangen, geht man zuerst von 
(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise) 
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zu 

(Karl, Luise, (Paul, Marie), (Fritz, Anna) 
über und dann zu 

(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie). 
Dabei hat man zwei Transpositionen. vorgenommen. 

Wir wollen die Damen mit 1, 2,...,»n numerieren und zwei 
bestimmte Herren betrachten. Diese seien bei P mit den Damen r 
und s, bei ® mit den Damen F bzw. 3 gepaart. Wenn die Differenzen 

r—s und 7-3 
entgegengesetzte Zeichen haben, so wollen wir sagen, daß die be- 
trachtete Herrenambe beim Übergange von P zu P eine Inversion 
erfährt. Um zu wissen, wie viele Inversionen bei einer Umpaarung 
stattfinden, muß man jede der 4n(n — 1) Herrenamben darauf unter- 
suchen, ob sie eine Inversion erleidet oder nicht. 

Bezeichnen wir z.B. Anna als die erste, Marie als die zweite 
und Luise als die dritte Dame, so erleiden beim Übergange von 
der Paarung 

(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise) 
zu der Paarung 
(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie) 
die Herren 
Karl und Paul, rel, 7 = 8; = 2, 5=|) 
ebenso die Herren 
Karl und Fritz f= 1; 7 = 3; s= 3,3 = 2) 
eine Inversion. Dagegen findet bei den Herren 
Paul und Fritz (= 2; 7m1; 8 = 8, 8 = 2) 


keine Inversion statt. Bei der betrachteten Umpaarung treten also 
im ganzen ‚zwei Inversionen ein. 

Br Br Ba seien drei beliebige Paarungen.. Bei der Ume 
paarung ®,, P,! gebe es æ, bei der Umpaarung P,, Pa gebe es 8 
Inversionen. Wie viele Inversionen gibt es dann bei der Umpaarung 
P, P? ð sei die Anzahl der Herrenamben, die sowohl bei P, $, 
als auch bei ®,, R, eine Inversion erfahren. Offenbar treten dann 
bei der Umpaarung ®,, P, 

iu — 8) + (B — ò) =u + 8—20 
Inversionen ein. s 


1 D. h. beim Übergange von P, zu %,. 


LT TEE ET Eee _ 
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Dieses Resultat läßt sich leicht verallgemeinern. 


Pı; Par m+1 


seien m + 1 beliebige Paarungen. Bei der Umpaarung 


BR, ml... m) 
gebe es œ, Inversionen und bei der Umpaarung 


Pi ER 
«@ Inversionen. Dann ist! 
u= t tH tyt e +4, (mod 2) 

Jetzt wollen wir annehmen, daß die m Ten ar Pari 
Transpositionen sind. Dann sind alle «, ungerade. Es gi 
folgender Satz: : 3 

; Bei einer Transposition findet immer eine ungerade 

Anzahl von Inversionen statt. | 

Besteht die Transposition in der Austauschung der jegen r 
und s (r < s) so erleiden folgende Herrenamben Inversionen: 

1. Die Herren der Damen r und s, og? 

2. die Herren der Damen k und r, sowie die Herren der Damen 
k und s, wenn r< k< s ist. aa 

eea finden keine Inversionen statt. Die Gesamtzahl der 
Inversionen ist somit 

Wenn wir alsö annehmen, daß die m Umpaarungen Pu, Puxı 
Transpositionen sind, so haben wir: 
aam l (u=1,2,...,m); 
mithin 


utu, +... Humm (mod. 2) 
und auch 


u=m (mod. 2). l 
« und m sind demnach entweder beide gerade oder beide un- 

gerade. Damit haben wir folgenden Satz gewonnen: a 
Wenn eine Umpaarung sich durch m Transpositionen 
bewirken läßt, so ist m gerade oder ungerade, je nachdem 
die Umpaarung eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Inversionen hervorbringt. à 
Wir haben, um die Inversionen zu zählen, die Damen mit 
Nummern versehen und auf die Herrenamben geachtet. Ebensogut 


—. 


“ 
1 Man liest diese Formel: „a kongruent + +... + Am modulo 2“. 


Sie bedeutet, daß « und. a +0 +... + mm Bich um ein Vielfaches von 2 
unterscheiden. 
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hätten wir natürlich die Herren numerieren und auf die Damen- 
amben achten können. Es ist auch ganz gleichgültig, wie wir die 
Damen bzw. die Herren numerieren. Unser obiger Satz zeigt, daß 
die Inversionenzahl, durch 2 dividiert, immer denselben Rest 
(0 oder 1) gibt. 

Wenn eine Umpaarung eine gerade (ungerade) Anzahl von In- 
versionen mit sich bringt, wollen wir sie gerade (ungerade) nennen. 
Dann können wir unser Resultat so aussprechen: 

Eine gerade Umpaarung läßt sich nur durch eine 
gerade, eine ungerade Umpaarung nur durch eine ungerade 
Anzahl von Transpositionen bewirken. 


85. Einteilung der Paarungen in zwei Klassen. 


Wir können jetzt die n! Paarungen zwischen zwei Systemen 
von » Dingen in zwei Klassen einteilen. 

Wir rechnen ® und ® in dieselbe oder in verschiedene Klassen, 
je nachdem man von % zu ® durch eine gerade oder ungerade 
Anzahl Transpositionen gelangt', je nachdem also die Umpaarung 
P, P gerade oder ungerade ist. 

In jeder Klasse gibt es }n! Paarungen. Vertauschen wir 
nämlich in jeder der n! Paarungen zwei bestimmte Damen, so geht 
jede Paarung in eine Paarung anderer Klasse über. 

Zeichnet man eine Paarung aus und nennt sie die Haupt. 
paarung, so pflegt man alle Paarungen, die nicht in dieselbe 
~ Klasse gehören (also durch eine ungerade Anzahl Transpositionen 
aus ihr entstehen), als ungerade Paarungen zu bezeichnen, die 
andern als gerade. 


& 6. Symbolische Darstellung der Paarungen. 


Um ein Symbol für eine Paarung zwischen zwei Systemen ©, 
und ©, von n Dingen zu gewinnen, kann man so verfahren. Man 
belegt die n Dinge jedes Systems mit Namen, schreibt die Namen 
der Dinge &, in irgend einer Reihenfolge in eine Zeile und darunter 
in eine zweite Zeile die Namen der Dinge &,, aber so, daB immer 
die Namen gepaarter Dinge untereinander stehen. 

Man kann z. B. zur Benennung der Dinge jedes Systems die 
Zahlen 1,2,...,n» benutzen. Dann läßt sich eine Paarung durch 
das Symbol 


1 Führt man diese Transpositionen in umgekehrter Reihenfolge aus, so 
gelangt man von ® zu $. 
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ie 


in ES = 
13... 
darstellen, wo r, r,, ..., ra und Si, S, ..., S Permutationen von 


1, 2, 2..,n sind. Die Bedeutung dieses Symbols ist, wenn wir 
wieder das Beispiel der n Herren und n Damen benutzen, folgende: 

Herr r, führt Dame sı, Herr r, führt Dame s, usw. Für 
is Tas cr, (oder si, 8,, s-e 5,) darf man eine beliebige Per- 
mutation von 1, 2, c.p, 9 BOLZED. 8,5 Syy +0+3 Sa (DIW: Fiy Fas +2, 7) 
ist dann aber durch die Paarung völlig bestimmt. So stellen z. B. 
im Falle n = 3 die Symbole 


bia 621 Gaa) Gea Ban) Gis) 


dieselbe Paarung dar. Jedesmal steht nämlich unter 1 die 3, unter 
9 


2 die 1 und unter 3 die 2, Herr 1 führt also Dame 3, "Herr 2 
Dame 1, Herr 8 Dame 2. 


Schreibt man das Symbol einer Paarung in der Form 


12%: r) 
(> NEOA K 
so kann man auf Grund von § 4 leicht angeben, ob sie mit der 
Paarung 
ER m) 
(i 2. 
bei der je zwei gleichbenannte Dinge gepaart sind, in dieselbe 
Klasse oder in verschiedene Klassen pas 
Es kommt darauf an, ob beim Ubergange von 
a 12..n 
Ve EE 
eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Inversionen eintritt, 
Die Herren u und v (u < v) haben aber bei der ersten Paarung die 
Aman u bzw, v, bei der zweiten Paarung dagegen die Damen r, 
ZW. r,. 


; Eine Inversion findet also dann und nur dann statt, wenn 
die Differenzen 


u—v und nor, 
entgegengesetzte Zeichen haben, wenn also r, >r, ist. \ 
Man hat also nachzuzählen, wie oft in der Permutation 
} Ti Ty o Ta 
eine kleinere Zahl auf eine größere mittelbar oder unmittelbar folgt 


oder wie viele Derangements im Sinne Cramers (vgl. 82, S. 4) vor- 
handen sind, i 


12 Symbolische Darsiclung der Paarungen 


Man pflegt eine Permutation gerade oder ungerade zu 
nennen, je nachdem sie eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Derangements aufweist. | 

Die Paarung 


ist also, wenn man 


als Hauptpaarung zugrunde legt, gerade oder ungerade, 


je nachdem 


Tis Tga ae Fu 


eine gerade oder ungerade Permutation ist. 
Dasselbe gilt von der Paarung , 


ri T3 ... Ta £ 
Lan 
Denn es ist gleichgültig, ob wir auf die Inversionen der Herren- 


amben oder der Damenamben achten. 


In rn, fases 7, gebe es o und in 8, 3, ..., 3, gebe es 


c Derangements. Dann finden beim Übergange von 
1.2...n\ Taies Sa 
l RAA Sii i ET 2) 
o Inversionen (von Damenamben) statt, beim Übergange von 
Patase Tai Th ON 
Ki puen a 5 fagi 
dagegen o Inversionen (von Herrenamben). 
f Ty s>s re) 
8 5 ... Sa 
ist also gerade oder ungerade, je nachdem „+ gerade 
oder ungerade ist. 


$ 7.. Andere Auffassung des Symbols Fi Een ei 


Wir wollen jetzt eine andere Auffassung des Symbols 


(a Tg ses r») 

si 8, ere 5 

auseinandersetzen, von der wir allerdings erst an einer späteren 
Stelle Gebrauch machen werden. 
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Der Leser denke sich n Dinge mit den Nummern 1, 2, ..., n 
versehen. Den Übergang von einer solchen Numerierung zu einer 
neuen nennen wir eine Umnumerierung. Eine Umnumerierung 
ist im Grunde nichts anderes als eine Umpaarung. Denn eine 
Numerierung ist eine Paarung der n Dinge mit den Zahlen 
l, 2, ..., n, eine Umnumerierung also in der Tat eine Umpaarung. 

Um eine Umnumerierung zu beschreiben, muß man sagen, durch 
welche neue Nummer jede alte ersetzt wird, Setzen wir unter 
jede Nummer die neue Nummer, die an ihre Stelle tritt, so erhalten 
wir das Symbol 

(a Ty eee m). 
Sı S. 8, 


NER 
Dieses stellt also jetzt eine Umnumerierung oder Umpaarung 
dar, während es früher der Ausdruck für eine Paarung war. 

Da eine Umnumerierung darin besteht, daß für jede alte 
Nummer eine neue substituiert wird, so pflegt man diese Operation 
eine Substitution in 1,2, ....n zu nennen. In dem Symbol 
einer Substitution (Umnumerierung, Umpaarung) darf man die Spalten 


er gs ... a s 
Bp Sa Sa 


beliebig vertauschen. Denn es kommt nur darauf an, daß unter 
jeder Zahl der oberen Zeile (des Zählers der Substitution) in der 
unteren Zeile (dem Nenner der Substitution) die richtige Zahl steht. 
Man kann daher eine Substitution so t:hreiben, daß ihr Zähler 
oder ihr Nenner eine vorgeschriebene Permutation von 1, 2, ..., n ist. 

Man bezeichnet Substitutionen durch einzelne Buchstaben, wie 
S, Tn, dergl. 


Nimmt man zuerst die Substitution! 


| Zt, 


vor, darauf die Substitution 


i T= (5) 


80 ist das Resultat dasselbe, wie bei der Substitution 


(e): | 


Diese Substitution nennt man das Produkt von S und T (in dieser 


! Unter A, B, O sind Permutationen von 1, 2, ..., n zu verstehen. 
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Es ist nicht immer 
ST=ST, 


d.h. $S und T sind nicht immer vertauschbar. Dies zeigt das 
Beispiel 


s= (314 6a) T-lsanı) 
TU 


Dagegen gilt für drei Substitutionen S, 7, U die Formel 
(STJU = s(TV). 


Um dies zu erkennen, schreibe man 
e "rlo) T= ln): 
nv- (4)-(8)- (8) 


A B A 
sto= (5) (p) = (p): 
Es gibt eine und nur eine Substitution Æ, für die 
SE=S und ES=S 


Dann ist 


und 


ist, wie man auch die Substitution S wählen mag. Es ist dies die 


Substitution 
ee‘ 
hi T a 
die darin besteht, daß jede der n Zahlen durch sich selbst ersetzt 
wird. Man nennt sie die Identität. Wo sie als Faktor auftritt, 
kann man sie streichen. Man benutzt deshalb für sie das Symbol 1. 
Zu jeder Substitution S gibt es eine Substitution S, so daß 


SSel 
ist, Schreibt man 


S= (5) und S= (2): 


so soll s 
A 
| (2)-1 
sein. Daraus ergibt sich 
v, 5 B 
EL [ AR 
Offenbar ist auch 
SS=l. 


Man nennt $ und Š zueinander inverse Substitutionen. 
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Die zu S inverse Substitution pflegt man mit S7? zu bezeichnen. 
Man bemerke, daß 


ST)!=- AS 
ist, weil 2 2 
STTIST= SS! =1. 


Diese Bemerkung dehnt sich ohne weiteres auf Produkte von 


mehr als zwei Substitutionen aus. s 
Wir sagen, daß die Substitution S den Zyklus 
(rirse Tp) 


enthält, wenn sie 
r, durch r,, 
r, durch r,, 


r,., durch r,, 


r, durch 7 


ersetzt oder, wie man auch sagt, ris gs eeu Tp zyklisch ver- 


tauscht, my nyana r, heißen die Elemente des Zyklus. Man 
denke sich die Zeile fjs Tas ou Tp S0 gebogen, daß ein Kreis ent- 
Ts 
1, t 
7i ts 
Ta 
Fig. 1. 


steht (Fig. 1 zeigt dies für den Fall p= 6). Durchlaufen wir den 
Kreis in geeignetem Sinne, so folgt auf jede Zahl gerade die, welche 
‚bei S an ihre Stelle tritt. So erklärt sich der Name Zyklus. 

Es ist klar, daß die Zyklen 


Meira t nenn ee near) 
identisch sind. 

Wird bei S die Zahl r durch r ersetzt, so sagen wir, daß S 
den eingliedrigen Zyklus (r) enthält. 

Wenn 5 den Zyklus (rs... r,) enthält, so enthält 57’ den 
Zyklus (r rp ++ n) 

Es ist leicht, alle Zyklen zu finden, die in einer gegebenen 
Substitution stecken. Wir zeigen dies an dem Beispiel 


S=(i428758 6) 
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Hier wird 1 durch 1 ersetzt. $ enthält also den eingliedrigen 
Zyklus (1) Ferner wird bei 8 
2 durch 4, 4.durch 3, 3 durch 2 


ersetzt. S enthält also den dreigliedrigen Zyklus (2 4 3). 
Endlich wird bei 8 


5 durch 7, 7 durch 8, 8 durch 6, 6 durch 5 


ersetzt. S enthält also auch den viergliedrigen -Zyklus (5 7 8 6). 

Wir können den Zyklus (r, r,....r,) als eine Substitution in 
1,2,....n betrachten, die darin besteht, daB r, ra, -s rp zyklisch 
vertauscht und die übrigen Zahlen durch sich selbst ersetzt werden. 
Ein eingliedriger Zyklus (r), bedeutet dann nichts anderes als die 
Identität. 

Bei dieser Auffassung gilt folgender Satz: Jeda Substitution 
ist das Produkt ihrer Zyklen. 

So ist z. B. 

12345678 
k 423758 6) 
das Produkt von 
(1), (2 43), (6786), 
und die zu ihr inverse Substitution 
12345678 
(i 342685 7) 
das Produkt von ` 
(1), 842), (6875). 

Man darf die Zyklen, da ihre Elemente durchweg verschieden 
sind, in beliebiger Reihenfolge nehmen. Sonst aber ist diese Zer- 
legung einer Substitution in Zyklen eindeutig. 

Einen zweigliedrigen Zyklus wie (r, s) nennt man eine Trang- 
position. Bei ihr werden die beiden Zahlen r und s vertauscht 
und alle übrigen Zahlen durch sich selbst ersetzt. 

Der Zyklus (r,r,....r,) ist im Falle p >1 das Produkt der 
p — 1 Transpositionen 

nr) Mrd. r,) 
in dieser Reihenfolge. In der Tat wird r, bei (r, r,) durch r, ersetzt 
und die folgenden Transpositionen lassen r, unberührt. r, wird bei 
(r,r,) durch r, ersetzt und r, bei (r,r) durch r,. Bei den folgenden 
Transpositionen bleibt r, unberührt. An die Stelle von r, tritt 
also r, usw. 

Sind ©, Q,,...C, die Zyk an der Substitution S und besteht 
O, aus n, Elementen, so läßt sich S als Produkt von 


d ? 17 
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m=i = 1) 

Jranspositionen darstellen. f ih 

In 8 4 sahen wir, daß eine Umpaarung sich durch eine Reihe 
von RE bewirken läßt und daß die Anzahl dieser Kir 
positionen entweder immer gerade oder immer ungerade ist, 1 
Umpaarungen zerfielen dementsprechend in awol Klassen, ee 
und ungerade. Das gilt nun auch von den en S 
-sehen aus dem Öbigen, daß die vorhin OBASHE SRNE 2a i 
gerade oder ungerade ist, je nachdem dio Summe S em kass 
oder ungerade ist. = (m — 1) ist gleich N—r, wobei Yommen 
samtzahl der Elemente ist, die in den r Zyklen von 8 ee 
Es ist gleichgültig, ob man die eingliedrigen Zyklen mitberücksicht 
oder nicht. ; ; ; 

Daß die Anzahl der Transpositionen, in die sich eine Substi- 
tution S zerlegen läßt, entweder immer gerade EN gi 
gerade ist, läßt sich auch ohne Bezugnabme auf die e 
Paragraphen in folgender Weise zeigen. 

Man bemerke, daß 


di Mi. AOTREET Al EN EE HERE AR EEE? 
un / : 


(r a Gais LAIEN = (tz 2.08 T) (S1 Sa ... 8.) 
Hieraus folgt, daB ST, wenn S irgend eine Substitution und 7 ve 
Transposition ist, einen Zyklus mehr oder einen Zyklus wenig 


- besitzt als S, Dabei muß man aber auch alle eingliedrigen Zyklen 
mitrechnen. 


Nun sei 
S=NnT,...T, 


und 7, Dyes., T, seien Transpositionen. Da jede Transposition 
zu sich selbst invers ist, so hat man 


DE DR, 
also Dr 
BETT. =: 

S habe k Zyklen. Dann hat 8 D EEE N 
krat+st...te 

Zyklen, wobei ee, r 


sel swl,..,, e,==1 (mod. 2) 


1 Die zweite Formel folgt aus der ersten, indem man auf beiden Seiten 
als letzten Faktor (r, #,) hinzufügt. 
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ist, weil jedes s gleich + 1 oder — 1. Es wird daher 
k+s+S5 +... +,=hk+tp. 

Da ST,T,_, --. 7, die Identität ist, also » eingliedrige Zyklen 
hat, so ist 
katat... +%,=n, 
mithin 

=k+p ode pen-—k. ; 
Hieraus sieht man, daß p entweder immer gerade oder immer un- 
gerade ist, wie man auch S in Transpositionen auflösen mag. 


88. Die n-reihige Determinante. 


Wir betrachten n? Zahlen, die in quadratischer Anordnung vor- 
liegen, Bezeichnen wir mit a,, die Zahl, die in der rta Zeile und 
in der s'en Spalte steht, so haben wir folgendes Schema: . 


Ha. An 
Go Qog- + Ag, 
RN EHEN 


Man nennt ein solches Schema eine quadratische Matrix.! 
Die a,, heißen die Elemente der Matrix. 

Wir wollen jetzt eine Paarung ® zwischen den Zeilen und 
Spalten der Matrix vornehmen. Jedes Paar von ® bestimmt ein 
Element der Matrix, nämlich das Element, das in der Zeile und in 
der Spalte des Paares steht. Ist z.B. die rt Zeile mit der s!" 
Spalte gepaart, so bestimmen beide das Element a, ,. 

Mit p(P®) werde das Produkt der n Elemente bezeichnet, die 
durch die n Paare von ® bestimmt werden. 

Da es n! Paarungen zwischen den Zeilen und Spalten unserer 
Matrix gibt, so sind n! Produkte p() vorhanden. 

Unter dem Symbol 

sgn P, 
welches man 
„Signum P“ 
lesen möge, soll + 1 verstanden werden, wenn ® eine gerade, und 
— 1, wenn ® eine ungerade Paarung ist. Als Hauptpaarung lagen, 
wir dabei 


1 Matrix, bedeutet soviel wie Verzeichnis. Man denke an Matrikel 
und Immatrikulieren. 
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m 


12 n) 
(i aah 
zugrunde, d. h. die Paarung, bei welcher jede Zeile mit der gleich- 
namigen Spalte gepaart ist. : 
Wir versehen jetzt jedes p(P) mit dem Faktor sga P und nennen 
die Summe aller Produkte 
sgn P -p (P) 
die Determinante unserer Matrix, n heißt die Ordnung der 
Determinante, 


Für diese Determinante benutzt man nach Cayey die Be- 
zeichnung 


A AT Se 
a Lie Ee K 
- Es ist also > | Fi 
| Air ha tn | 
| a, Ca Bir "an es DisgnB-pP), 
| KAR Aus ... Aan 


wobei sich die Summation über alle n! Paarungen zwischen den 
Zeilen und Spalten der Matrix erstreckt. 


Die einzelnen Produkte sgn P-p(P) hoißen die Glieder der 
Determinante. Ausführlich geschrieben lautet ein solches Glied 


R EEE y 
sgn (r ; n) anni nni am: 
Si Saee Sa NA 


Die ‚Paarung, zu der es gehört, ist 


(m rg. rn) RAI 
; Si Sg + S, 
Das zu der Hauptpaarung 
San n) 
TLN 


gehörige Glied, welches , 


air tg ln 


lautet, nennt man das Hauptglied der Determinante und a,,, 
Gogs «ey @,, die Hauptelemente. 


—— 


t Die r,te Zeile ist mit der sten Spalte, die 7,te Zeile mit der ston 
Spalte gepaart usw. 
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Cavcay benutzt für die Determinante 


| Sı 3 ee Aa 
aa og lon 
j GAS azg Oan 


das Symbol 
D E 4,9 e lun 
Wenn in jeder Zeile und in jeder Spalte nur ein Element von 
Null verschieden ist, so reduziert sich die Determinante auf ein 
einziges Glied, nämlich das Produkt jener Elemente mit dem zu- 
gehörigen Vorzeichen. Z. B. ist 


f 
f TEE) | 
AET z 
== Ay] z3 Oan 
0 0 a | 


89. Andere Fassungen der Definition. 


Man kann die Glieder der n-reibigen Determinante in der Form 
aea oha a A 
: En en u an en AAT 
schreiben, 
Nun wissen wir aus § 6, daß 


e FERISR | 
su, 7, .. =) 
gleich + 1 oder — 1 ist, je nachdem die Permutation 


; Nja Parie eTa 
gerade oder ungerade ist. ; 

Man kann daher die n-reihige Determinante auch EA als 
die über alle Permutationen von 1, 2, ..., n erstreckte Summe 

ON; asees Ta) Aln an > o nre 
Dabei soll >." (nr, PE , o) Irn 42, Ün ry 
Bg (ris Pase e e Ta) 
gleich + 1 oder — 1 sein, je nachdem r,, r,, ..., r, eine gerade 
oder agerade Permutation ist, 

Tis Taseen Pa ist eine gerade oder ungerade Permutation, je 
nachdem sie eine "gerade oder ungerade Anzahl von Derangements 
aufweist. 

Diese Definition der Determinante ist genau die von LENIZ 
(vgl. 81) Nur benutzt er eine andere Regel zur Bestimmung von 
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SBA (ns Tase ra} Vertauscht man in r,,r4,...,r, zwei Glieder, 
so wechselt die Paarung 


\ır 


ihre Klasse. sgn(r,, n, ..., r,) geht also über in = 


— sgn (rs ETET Ak 


Hieraus entspringt die Lxipwizsche Regel, daß zwei Produkte 


par 
wo 
AE 
KA 
m 


BR ROH SUNG 70, Ayers nenn 


die n — 2 gemeinsame Faktoren haben, in der Determinante mit 
verschiedenen Zeichen auftreten. 

Man kann die Glieder der n-reihigen Determinante auch in 
folgender Form schreiben 


N) \ 
LA E IE 3 
sgn Iı 2 > "Ar, 1in3 swate Arn . 


Die Paarung 
ohe m PORA 3 


EPAR 
ist gerade oder ungerade, je nachdem 
ERDE EN 


eine gerade oder ungerade Permutation ist (vgl. & 6). 
Die »-reihige Determinante läßt sich also definieren als die 
über alle Permutationen von 1, 2, ..., n erstreckte Summe 


DIR ty Man Anee nen: 


Das ist die Definition von ÜRAMER (vgl. § 2) 


810, Zweireihige und dreireihige Determinanten. 


Im Falle n = 2 gibt es zwischen den Zeilen und Spalten nur 
die beiden Paarungen 


o h 


Die erste ist gerade, die zweite ungerade. 
Zu der ersten gehört das Glied 


Ay, %2) 
— üis n 


zu der zweiten das Glied 


in der Determinante. 
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Man hat also 


aa 
11 i2 3 
= Ay Age i h 


ao) Agg 


Die Regel zur Berechnung einer zweireihigen Determinante 
können wir durch nebenstehende Figur veranschau- 
lichen. i 

Die starklinig verbundenen Glieder geben ein 
Produkt, vor welches das Zeichen +, die punktiert 

e verbundenen Glieder ein Produkt, vor welches das 
Fig. 2. Zeichen — zu setzen ist. 

. Im Falle n = 3 gibt es sechs Paarungen zwischen 
den Zeilen und Spalten, nämlich folgende: 


128 1238 2) ge 128 123 
128)» 50). a5 1 f 218) (a 1 2) (s 21) 
Wir haben sie so aufgeschrieben, daß zwei benachbarte \lurch eine 
Transposition auseinander hervorgehen, mithin verschiedenen Klassen 


angehören. 
Für die dreireihige Determinante gilt also folgende Formel: 


aii A2 Ag Air Aag Agg F Qio Oog Aay F Arg Ayi Agg 
Qoy Aog Tag | = 
Q31 233 g3 — Air lag O33 — iz Aay A33 — Ais Agg Agy » 


Die Regel zur Berechnung einer dreireihigen Determinante läßt 
sich auch durch eine Figur veranschaulichen (Fig. 3), Wieder sind 


A, A 


Fig. 3. 7 


die Glieder stark verbunden, deren Produkt das Zeichen + erhält, 
und die Glieder punktiert verbunden, deren Produkt das Zeichen — 
erhält. 5 


; 811. Beispiele, 
Der Leser zeige durch Ausrechnen, daß 


| l a 3 
j | —a -1 Site 
und 
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m ke m ——————m 


1700 
-0 1 a =1+a?+5?+0 
; b-a 1 
ist. 
Er verifiziere ferner, daß 
0120 1 
—l 4,1 |, dividiert durch | 3 | 
Š | 0 —1 a, es "s 
gleich 
Si 
a d a, + 2E 
: % 
ist, ; 
Endlich beweise er die Formeln 
a tH a, ag ergebe 
a, Gt | a, ay as (7; y as y =) 
und 
0 
RR 1 1 N 1 
a, tm ag 14-4 ++.) 
0 4 ata 
Drittes Kapitel. 
Einfachste Eigenschaften der Determinanten. 
§ 12. Vertauschung der Zeilen mit den Spalten. 
Die beiden Matrizen 
Gii Dia «ee On 
4 Qai aae e Oan 
LEN OL 
und nl “nè 
birds. I bin 


by baz ++ ban 
bar Una > On 
mögen in solcher Beziehung zueinander stehen, daß immer 


ist N 
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Die kt Zeile der einen Matrix ist also identisch mit der 
kn Spalte der andern. Um die eine Matrix aus der andern zu 
erhalten, muß man deren Zeilen als Spalten aufschreiben. 

Die Umwandlung der Zeilen in Spalten und der Spalten in 
Zeilen läßt sich dadurch bewirken, daß man die Matrix um die 
Hanuptdiagonale (d. h. die von links oben nach rechts unten laufende 
Diagonale) herumklappt. 

Da die Zeilen und Spalten der ersten Matrix die Sii bzw. 
Zeilen der zweiten Matrix sind, so ist jede Paarung ® zwischen 
Zeilen und Spalten der ersten zugleich eine Paarung zwischen Zeilen 
und Spalten der zweiten, und sgn® hat in beiden Fällen denselben 
Wert; denn die Hauptpaarung! der ersten Matrix ist auch die Haupt- 
paarung der zweiten. 


Jedes Ghed der Determinante 


ya. An 
za eT aaka T 
aal A Oan 


ist also ein Glied der Determinante 


ba ba -- di, | 
Day Oee Vaal 
| bar base a ban 


d. h. beide Determinanten sind gleich. 

Satz 1. Wenn die Zeilen und Spalten einer Determi- 
nante mit den Spalten bzw. Zeilen einer andern der Reihe 
nach identisch sind, so haben beide Determinanten den- 
selben Wert. 

Anders ausgedrückt: 

Die Determinante bleibt ungeändert, wenn man die 
Matrix um die Hauptdisgonale herumklappt. 

Der obige Satz ermöglicht es uns, jedes Theorem, das wir über 
die Zeilen einer Determinante beweisen, sofort auf die Spalten zu 
übertragen und umgekehrt. 


1 Die Hauptpaarung besteht darin, daß jede Zeile mit der rleichnamigen 
Spelte gepaart wird. : 
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m eG 21z2DD DO 


$ 13. Vertuuschung der Zeilen.. 
Wir betrachten wieder zwei Matrizen, 


ATEST 2° Hin 

Ay} ttug a a 

Oa ige a, 
ind mn 

und ui n 

bi bs b, 

bay b, s ban 

baa bus RR Aa 


Die zweiie gehe aus der ersten durch Vertauschung zweier 
‚Zeilen hervor, etwa der rten und der sten, 

Jede Paarung ® zwischen Zeilen und Spalten der ersten Matrix 
ist zugleich eine Paarung zwischen Zeilen und Spalten der zweiten 
Matrix. Aber sgn% ist in dem einen Falle + 1, im andern — 1. 
Denn dio Hauptpaarung der ersten Matrix ist nicht die Haupt- 
paarung der zweiten. Um sie in die Hauptpaarung der zweiten 
Matrix überzuführen, muß man die rt und die ste Zeile vertauschen, 
d. h. eine Transposition’ vornehmen. Die beiden Hauptpaarungen 
gehören also verschiedenen Klassen an, und aus diesem Grunde ist 
sgn% das eine Mal -+ 1, das andere Mal — 1, 

Wir sehen, daß jedes Glied der Determinante i 


| Ay Ain 
| Aay Agges 


I 
ee ea 
1 


| Qal Qaz’ Ali Qan 


wenn man es mit dem Faktor —1 versicht, ein Glied der Determinante 


bii bis x bi n 
bar Dys ban 
bai b,a nz Din | 


wird, Beide Determinanten sind also entgegengesetzt gleich. 
Satz 2, Die Determinante multipliziert sich mit dem 
Faktor —1, wenn man in der Matrix zwei Zeilen vertauscht. 
Nimmt man in der Matrix eine beliebige Vertauschung der 
Zeilen vor, so multipliziert sich die Determinante mit dem Faktor +1 


26 Die Determinante als Funktion der Elemente einer Zeile 


oder —1, je nachdem die Vertauschung eine gerade oder ungerade 
ist, d. h. je nachdem sie sich durch eine gerade oder ungerade An- 
zahl sukzessiver Vertauschungen von nur zwei Zeilen bewirken läßt.! 

Auf Grund von § 12 gilt dasselbe für die Spalten. 

Satz 3, Wenn in der Matrix zwei Zeilen übereinstimmen, 
so ist die Determinante gleich Null. 

Ist die Determinante gleich D, so erhalten wir durch Ver- 
tauschung der beiden übereinstimmenden Zeilen —D. Andererseits 


aber wird durch die Vertauschung dieser beiden Zeilen nichts an- 


der Determinante geändert. Es ist also 


D=--D, 
d. h. 
D=0. 


8 14. Dio Determinante als Funktion der Elemente einer Zeile. 
Nach der Definition ist die Determinante 
EEE | 


T ar T ME T 


a,a a 


STORET an | 


gleich 
SEn (ri ae rn Gn n ORTI 
wobei sich die Summation über alle Permutationen 7i, r,,...,?, 
der Zahlen 1, 2, ..., n erstreckt. 
Man sieht, daß jedes Glied der Determinante ein und nur ein 
Element aus der kt Zeile als Faktor enthält. In dem Produkt 
Air Arter Anra 
ist nämlich nur der Faktor a,,, der k" Zeile entnommen. 
Wir wollen nun die Elemente der kt Zeile als Veränderliche 
betrachten und sie der Reihe nach mit 
ERLERNT 
bezeichnen. Die übrigen Elemente sollen Konstanten sein, Fassen 
wir alle Glieder, die mit demselben x multipliziert sind, zusammen, 
so läßt sich die Determinante so schreiben: 


ta +... + 0,8%: 
Die e sind dabei Konstanten. 


1 Eine Vertauschung und eine Substitution (vgl. § 7) iat dasselbe 
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a a a 

Man nennt einen solchen Ausdruck in #,,2,, ...,z, eine lineare 
homogene Funktion von Lyr Lgr ern Zr 

Es gilt also folgender Satz: 

Satz 4 Die Determinante ist eine lineare homogene 
Funktion der Elemente jeder Zeile. 

Hieraus lassen sich verschiedene Folgerungen ziehen. 

Wenn man Tis Tos eces ©, bezüglich durch Az,, Amy, ..., Az, 
ersetzt, wobei A eine beliebige Zahl ist, so verwandelt sich 


ss +, +... +02, 


in 
ACE +9, +... AE 
Darin liegt folgender Satz: ` 
Satz5. Multipliziert man alle Elemente einer Zeile mit 


dem Faktor A, so multipliziert sich auch die Determinante 
mit dem Faktor A. 


Setzt man 4 = 0, so ergibt sich, daß eine Determiiante, 
bei der eine Zeile aus lauter Nullen besteht, selbst gleich 
Null ist. 

Wenn 

=Y tho Hey ta ce, UVE Ynt 
ist, so wird 

£ str, % +... +07, 
gleich der Summe von R 
Cih F aY tt nYa 
und 

C t t Oa tt: 

Satz 6. Wenn alle Glieder der kt" Zeile Binome sind, 
so läßt sich die Determinante als Summe zweier Determi- 
nanten schreiben. Man erhält den einen Summanden durch 
Streichung der ersten, den andern Summanden durch 
Streichung der zweiten Bestandteile jener Binome. 

Ein ähnlicher Satz gilt, wenn die Glieder der k“ Zeile oder 
die der kn Spalte (vgl. 8 12) Summen von p Zahlen sind, 

Beispiel. Die Determinante 

'aa’+bb, ac’+bd’ 
\ea’+db, ce'+dd' | 
ist nach Satz 6 gleich 


a.a' ac" | 


bb’ be’ 
ca'+db ce +dd 


ca'+ db cc’--dd 
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m 


Jede dieser beiden Determinanten läßt sich aber wieder nach Satz 6 
zerlegen. Man findet also für die ursprüngliche Determinante 


aa’ ac’ aa’ acj bb’ bd’ ibt bd ' 
| ca 00 db’ dd' ca’ ce’ | db’ dd' ji 
Unter Benutzung von Satz 5 läßt sich diese Summe so schreiben: 
leol | kaso] b’d’ b’d’ | 
ac wette oo| +a wal 
Nach Satz 8 hat man aber 
a'e’ b’d' 
a’ co’ vn PIA 
Da ferner nach Satz 1 und 2 
a’b’ ia ee b'd' 
7 od’ | d’d’ a'o | 
ist, so ergibt sich schließlich 
aa'+bb,ac+ba| A we 
ca’+db', eo’+.dd' jod] |e’d’ 


Wir wollen mit x, 2,, ..., z, (wie bisher) die Elemente der 

kn Zeile, mit 
Yir Yas tes Ya 

dagegen die Elemente einer andern Zeile bezeichnen. Ersetzen wir in 
der Determinante, die, wie wir wissen, gleich c, £, + 0 te +... H 0g 
ist, 2), Za, s11; X, bezüglich durch 

z + Ays + LE’ ,2,t+Ay 
so verwandelt sie sich in 

tut + tray tan tr +). 

Gh t%% +... + 0,4, entsteht aber aus c, m +, +... +0,2,, 
indem man die Elemente der ka Zeile durch die entsprechenden 
Elemente einer andern Zeile ersetzt. Tut man dies, so erhält man 
eine Determinante mit zwei übereinstimmenden Zeilen, die nach 
Satz 3 gleich Null ist. 

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen: 

Satz 7. Addiert man zu den Elementen einer Zeile 
die mit A multiplizierten entsprechenden Elemente einer 
andern Zeile, so bleibt die Determinante ungeündert. 

Derselbe Satz gilt nach § 12 für die Spalten. 


—__ 7 w F AEREN SUCRE pes 
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Elementen einer Zeile die mit A multi- 
plizierten Elemente einer zweiten, die mit u multiplizierten Elemente 
einer dritten Zeile usw., so bleibt die Determinante ungeändert. 
Der Beweis ergibt sich durch mehrmalige Anwendung des Satzes 7. 


§ 15. Stetigkeit der Determinante, 


Aus der Definition der Determinante sehen wir, daß sich 


Oii Aja ete Ain 
D= | %1 lrt Oan 
aal na RR Arn 


aus den Elementen a,, durch Multiplikation, Addition und Sub- 
traktion zusammensetzt. Daraus ergibt sich folgender Satz: 
Satz 8 Aus 
; ima esa (ne=1,2,4..,n) 
folgt immer 


Ail Ay Ain | di ger tn | 


lim | %21 S22 pn | o | Gay Oog ee Gon 
Oni Onate Oan üni dmg eee An 


Um diesen Satz zu beweisen, braucht man sich nur an die 
Bedeutung des Limes zu erinnern. 


lim a, = x 
will sagen, daß fast allo æ, von z um weniger als e diffe- 
rieren, wie auch das positive s gewählt sein mag. „Hast 


alle“ bedeutet „alle mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen.“ 
Wenn 
imz=z und lmy,=y 
ist, so wird 


lim (e,t Y) = 2 -Hy 
und 


lim (x,y) = zy. 
Ähnliches gilt für eine beliebige endliche Anzahl von Summanden 
und Faktoren. Dies genügt aber zum Beweise des Satzes 8. 
Von Wichtigkeit ist für uns folgende Eigenschaft: 
Satz 9. Eine verschwindende Determinante läßt sich 


als Grenzwert einer Folge von Null verschiedener De- 
terminanten darstellen. 
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Wir wollen die Determinante 


autr a che 
D(z) = Gy Qg t.h, | 
ES) \ 
aal Ana Ay tg ! 


betrachten, die aus D dadurch entsteht, daß zu den Hauptelementen 
x addiert wird. 
Von den n! @liedern der Determinante D(z) enthält nur das 
Hauptglied 
(a, + z) (as +9)... +2) 
in jedem Faktor ein x. Daraus geht hervor, daß D(x), wenn man 
alle Klammern beseitigt, folgende Gestalt annimmt: 
Da)= s+ h i.. h. 
his Ayy +, h, setzen sich aus den Elementen a,, durch die Opera- 
tionen der Addition, Subtraktion und Multiplikation zusammen. 

In der Algebra wird bewiesen, daß D (z) höchstens für n Werte 
von æ gleich Null ist. Nimmt man also eine nach Null konver- 
gierende Folge z,, 2,, 2,, ... mit lauter verschiedenen Gliedern, 
80 gibt es in der zugehörigen Folge 

D(x), D(z), D(«,), ... 
höchstens n verschwindende Glieder. Nach Satz 8 ist nun 
lim D(z) = D. 

Streicht man diejenigen D(z,), die gleich Null sind, so entsteht 
eine Folge nicht verschwindender Determinanten ‚mit dem Grenz- 
wert D. 

Es genügt z.B. z, = 1/p zu setzen und in der Folge 

PORET | 

die k ersten Glieder zu streichen, wobei nur k genügend groß zu 
wählen ist. 


816. Charakteristische Eigenschaften der Determinante. 
Die Determinante 
aii Ais ei t Aig 
Dime heen asut a 
Q, 2. . Q 


P ar t EAA na 


hat, wie wir wissen, folgende vier Eigenschaften 
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1. Sie setzt sich aus den Elementen durch die Operationen der 
Addition, Subtraktion und Multiplikation zusammen. 
2 2. Sie ist eine lineare homogene Funktion der Elemente jeder 
eile. 
3. Sie multipliziert sich mit dem Faktor — 1, wenn man zwei 
Zeilen miteinander vertauscht. 
4. Sie reduziert sich auf 1, wenn die Hauptelemente gleich 1 
und alle andern Elemente gleich O sind. 
Diese vier Eigenschaften sind, wie wir jetzt zeigen wollen, für 
die Determinante charakteristisch. 
Auf Grund der Eigenschaften 1 und 2 hat man 


= 
D = DOn ga Oirn Gr,- Anrıs 


wobei 7i, 73, -- 7, Zahlen aus der Reihe 1, 2,...„ n sind und 
Or... ein ganzzahliger Koeffizient ist. 
Auf Grund der Eigenschaft 3 ist 


Sa) h 1 
in... Bon OIN ron Donn.. ntin ar ..- lnr’ 


Nehmen wir an, daß 7, =r, ist und setzen wir 


ar, maon Fi, ern ee 1, 
alle übrigen a aber gleich Null, so reduziert sich obige Gleichung auf 
Or TO Te 
d.h. k ; 
Ori tyota 0. 
Alle Koeffizienten o, m...r in denen zwei Indizes r gleich sind 
‚verschwinden also. 

Man darf daher annehmen, daß in D die zweiten Indizes 
fis asee "a sämtlich verschieden sind. r,, r,, ..., r, ist dann 
eine Permutation der Zahlen 1, 2,..,„ n. 

Vertauschen wir jetzt die erste und die zweite Zeile, so ver- 
wandelt sich 
x Sonn.. Un Ban.» Anry 
in 
S Onn... rn Rri Gre. e * Gara 
oder 

Donn nR Ory e Anm 
Nach Eigenschaft 3 ist aber 


DMNA Or, os e Gurp = — S Onn... minin -re Anry’ 
Setzen wir 
Gin = On = ee. = Orr = l 
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und alle andern a gleich Null, so reduziert sich die obige Gleichung 
auf s 


Oriri era EO n a 
pur... Multipliziert sich also mit — 1, wenn man zwei der Indizes 
Tis "gy -o r, vertauscht. Setzen wir 


Ci 2...n = Cy 
so wird 
RR me oder EL Vereinen 3° 
je nachdem 7}, r,, ..., r, eine gerade oder. ungerade ` Permutation 
von 1, 2,... n ist. Denn eine gerade (ungerade) Permutation läßt 
sich aus 1, 2,... n durch eine gerade (ungerade) Anzahl von Vor- 
tauschungen je zweier Indizes erhalten. 
Aus dem Obigen geht hervor, daß 


D=0o3+0,0n... hr 
ist, wobei das Zeichen -+ oder — eintritt, je nachdem N 
eine gerade und ungerade Permutation von 1, 2, ... n ist. 
Nun bleibt noch die Eigenschaft 4 zu beachten. Danach soll 
D gleich 1 werden, wenn die Hauptelemente gleich I und alle 
übrigen Elemente gleich Null sind. Daraus folgt, daß o gleich 1 
ist, und wir haben 
Dea>tan0n: mn: 
D ist also die Determinante, wie wir sie in $ 9 definiert haben. 
Damit ist gezeigt, dab die Determinante durch die vier oben 
angegebenen Eigenschaften eharakterisiert ist. 


Toy 


Viertes Kapitel. 
Unterdeterminanten. 


§ 17. Minoren m-ter Ordnung. 
Wenn man in der Determinante 


aii 92... 


A | Oris Osa 


GO EI 
n — m Zeilen und n — m Spalten streicht, so bleibt eine m-reihige 
Determinante übrig. Man nennt sie eine Unterdeterminante oder 
einen Minor mt Ordnung von A. 
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a ee nn 2 5 See a nn ee 
m kann jeden der Werte 1, 2, ..„ n— 1 haben. Im Falle 
m==1 haben wir eine Determinante mit einem einzigen Ele- 
ment a., Wir wollen eine solche Determinante gleich a,, setzen, 
so daB die Minoren erster Ordnung die Elemente von A sind. 
Wenn ein Minor aus A durch Unterdrückung gleichnamiger 
Zeilen und Spalten entsteht, so heißt er ein Hauptminor. 
Es gibt in einer n-reihigen Determinante 


N ee) 


Minoren mte Ordnung. (2 von ihnen sind Hauptminoren. 


8 18. Komplementüre Minoren. 


M sei ein Minor m*“ Ordnung von A. Wenn man in A die 
Zeilen. und Spalten streicht, denen die Elemente von M angehören, 
so entsteht ein Minor N von (n — m)!“ Ordnung. 

Zwei solche Minoren wie M und N nennt man komplementär 
und jeden das Komplement des andern. 

Z. B. sind in der Determinante 


Q, 0, 0,0, 
b, b, by b, 
007% 
| d, d, dy d, 
die Minoren 
; a, dg A4 
b und |o, ce, 
d, dg d, 
komplementär, ebenso die Minoren 
CE K) nad | b b, | 
470g | dy d | 
Die Elemente von M mögen in den Zeilen 
ER Rn en) 
und in den Spalten 
Gy Sy ren Sm << ..,<8,) 


liegen, die Elemente von N in den Zeilen 


a a <a ee) 
Kowarkwskr, Dotorminanten - 
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und in den Spalten 
Say 429 29 m. mr Sina <<) 
Jedes Glied von M hat dann die Form 


Le OR gr 


sgn i Mann + + Arn om 
Dabei stellt! : 


eine Paarung der Zeilen r,,r3,...„r, mit den Spalten m, 33,...,.64 
dar und die Hauptpaarung lautet 


aus), 
IK LE 


Jedes Glied von N hat die Form 


7. e| r 
sgn [mit "| ar NL 
; l I ww; mtl mtl Ya On 
Dabei bedeutet 
[Ta +1 n 
(O a +1 ‘ Oa 
eine Paarung der Zeilen rp ,7, "421... 7, mit den Spalten s, ,, 
3,439 ++ 8, und die Hauptpaarung ist hier 


k ae en 
Far s... 8 

Multipliziert man ein Glied von Jf mit einem Glied von N, so 
hat das Produkt folgendes Aussehen: 


N A) r RR n 
sgn (S 3 sgn a MRR a 
CA OO CATE 0, 
Ia A hat 


ar,a, Anoe ar, on 


den Faktor 


wobei 


als Hauptpaarung figuriert. 


1 Ti, Oas ee- Im SOI eine Permutation von 8, Sg; ++, 3m bedeuton. 
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Es besteht eine einfache Beziehung zwischen 


r, 7 \ 
son r 2 3 
G, G; T, 
1.08 n 
und 
sgn i Ra m Sen e AA A: 
Os. 0 ER Te 


Wenn man durch œ Transpositionen von 


ana. y vhs 
a On SeS 


gelangt und durch 9 Transpositionen von 


E aS ra) AR Ras Sit) 
Om’ In er a Sh 
so kann man durch « -+ 8 Transpositionen von 

n Yale A 

E 
zu 

(a Panes “) 

s) Sg ... Sn 


gelangen. Man hat also 


Bl É Nr ~“ are io pein i 1ya+# 


TORE: ER ER) 
hf N | 7 1.38 n 
oder, da 
A 
sgn 1 m =(— 1) 
Gn.0, 
und 
r T a 
sen ‚| "+1 J= 1)# 
A Onti: T, 
ist, ' 
asla ua E OLE ART IA g r E 
sgn (r 2 "| = sgn a ) sen (i >) an [+ E 
0, Ozee 0, 8] Sa eee Sa OiT, Cmn’ On 


Wir können demnach folgenden Satz aussprechen: 
M und N seien komplementäre Minoren der n-reihigen 
Determinante A4. Das Hauptglied von M sei 


Qr s Aron ee Orm am) 


das Hauptglied von N 


Arntitmhl Orma ma ®t Orn sn’ 


Multipliziert man ein Glied von M mit einem Glied 
von N und fügt noch den Faktor 
g* 
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sen ass ie) 
TEE, ae, 


hinzu, so hat man ein Glied von A. 
Der Minor M hat m!, der Minor N aber (nr — m)! Glieder. 
Rechnet man das Produkt 
ben K fa ren a MN 

81 S3 sta Sa 
aus, so gewinnt man 

m! (n — m)! 
verschiedene Glieder von A. Daß es lauter verschiedene 
Glieder werden, ist ohne weiteres klar. Zwei Glieder 


-+ Ay 0 Aros + + Ory on und + Oro Ay nr + Ay opt 
son A sind nämlich verschieden, solange nicht 


+ + + 
y a an A EPL E A A A E 
ist, 
Man nennt 


N 
98... 8, 


sgn | 
das algebraische Komplement von M. Unter Benutzung dieses 
Ausdrucks läßt sich unser Resultat so aussprecher 

Satz 10. Multipliziert man einen Minor mtt Ordnung 
einer n-reihigen Determinante mit seinem algebraischen 
Komplement, so erhält man m! (n — m)! Glieder der Deter- 
minante. 

Wir wollen jetzt noch 


sgn | 


bestimmen. Dabei nehmen wir wie bisher an, dab 
nn ech 
LlLl Ln 
und 
Ta aeS K 


Smti X Smp Le LS 
ist. 
Die Zahl der Derangements in 
TEL 
läßt sich leicht bestimmen. 7, bildet mtr, — 1, r, mit r, — 2, ... 
ra mit r, — m von den folgenden Zahlen Derangements. Außerdem 
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KL 


gibt es keine. Die Gesamtzahl der Derangements in r,, fes.. 7 
ist also | 


» 


E E A 
In 
S S ees Sn 
gibt es L 893 ; 
A E E ee 
Derangements, 


Nach der Schlußbemerkung in § 6 ist aber 


NERV 0 pA 
‚er K F ES H) = (—Iete, 
Da 


n 


0e+0= > (ru +8)» (mod 2) 
he 
weil m (m + 1) immer gerade ist, so wird 


Ta =s (— F (ru + 8u) 
ar) en a 


> (r, +8) ist die Summe der Zeilen- und Spaltenindizes von M 
oder auch die Summe aller Indizes in dem Diagonalglied von M. 

Es gilt also folgende Regel für die Bildung des algebraischen 
Komplements von M: 

Satz 11: Um das algebraische Komplement eines 
Minors M zu erhalten, bilde man zunächst sein Kom- 
plement N. Dann lautet das algebraische Komplement -+N 
oder — N, je nachdem die Summe der Zeilen- und Spalten- 
indizes von M (oder von N) gerade oder ungerade ist. 


819. Der Larracesche Entwickelungssatz. 


Wir wollen alle Minoren mte Ordnung betrachten, deren Glieder 
in m bestimmten Zeilen der n-reihigen Determinante A enthalten 
sind. Die Indizes dieser Zeilen seien AD RIIAS 


Es gibt offenbar ©) solche Minoren. M sei einer von ihnen 


und M sein algebraisches Komplement. 

Wir wissen, daß das Produkt MM, wenn man es ausrechnet, 
m! (n — m)! Glieder von A liefert. Bilden wir die Summe aller 
Produkte MM, so erhalten wir 


I) m!n—m)!=n!, 
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d. h. alle Glieder von A. Damit haben wir die. Larracesche Ent- 
wickelung einer Determinante nach den in m Zeilen enthaltenen 
Minoren gewonnen, 

Nur ein Punkt bedarf noch der Erörterung. Liefern zwei ver- 
schiedene Produkte M JM wirklich lauter verschiedene Glieder von A? 

M und M, mögen beide die Zeilenindizes 7), rs, ..., Tas aber 
nicht dieselben Spaltenindizes haben. Die Spaltenindizes von M 
Beien 5, Sg, ++ 3m, die von M, aber 8)’, 55, -ee Sme Danu haben 
die Glieder des Produktes MM die Form 


EB ka PEAR 
die von M, M, aber die Form 

+ Ar a Brzo + + Ormoni e 
0, Os oee a, ist eine Permutation von s,', 89, -e Sms während 
Ois Tzs +- Op eine Permutation von sj, #95... Sp ist. Es kaun 
also nie ] 

’ + 
- 0 == 0j; uhr al, 

sein. 


Satz 12: (Lapzacnscher Entwickelungssatz). Multipli- 
ziert man jeden Minor mt Ordnung, der in m bestimmten 
Zeilen einer n-reihigen Determinante enthalten ist, mit 
seinem algebraischen Komplement, so ist die Determi- 


nante gleich der Summe dieser (5 ‚) Produkte. 
Der Satz gilt nach 8 12 auch für die Spalten. 


Wir nennen diese Enntwickelung. kurz die KANEOKPLNDE nach 
m Zeilen bzw. Spalten. 


Beispiel. 
Entwickeln wir die Determinante 
a, a, a, a, 
b, b; b; b, 
ĉi Cg 03 Ca 


i d d, d, d; 


D= 


nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt Aion 


pe aj A|| 03e, aj adol o e aiako e, 
AIETAN TARALA AICA 
ae En HN eee Ohel T E Aee Kr 1] Nat Be ag y| | 03 0 

x b bs | | d dy d; d; b, b, | |d, dy 
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Insbesondere wird die verschwindende Determinante 


[>08 4,94, I 
I b b, b, b, | 
| a, Q, a, a | 
H e ME EE 
gleich BE 
2 ne a, | KEN ar a, |a a| | a a! a, Gg p 
145114800058, | 
so daß 
i Piz Pas + Pıs Pas + Pia Prs =O 
ist, wenn wir ; 
|a a, 
rialo h) 
setzen. 
Nach dem Larsaoeschen Entwickelungssatz ist 
A = S MM. 


Die Summation erstreckt sich über allo Minoren mt Ordnung M, 
die in m bestimmten Zeilen der Determinante A enthalten sind. 
M ist das algebraische Komplement von M. 

Wir wollen nun ein anderes System von m Zeilen ins Auge 
fassen und mit M einen Minor von A bezeichnen, der in diesen 
Zeilen enthalten ist. Dann wird 


A= SNN. 


Die Zeilenindizes von M seien ri, 73s. sms die von M dagegen 
Tis Taree o Tat Da die beiden Kombinationen r,,r,,...,r, und 
Tjo Tps e» Tm verschieden sein sollen, so kommt unter den Zeilen- 
indizes von M wenigstens eine der Zahlen te. tu Vor Fand 
unter den Zeilenindizes von M wenigstens eine der Zahlen 7. ras. -rmt 

Ersetzen wir also in A die Zeilen ri, r,,...,r„. durch die 
Zeilen 1), Ty,» -Yms 50 entsteht eine Determinante, die wenigstens 
zwei identische Zeilen hat, also verschwindet. Andererseits geht bei 
jener Ersetzung 

>) MM in SNM 
über. Es ist also 2 2 
IMM=0. 
In Worten lautet dieses Resultat: 


Satz’ 13. Multipliziert man jeden Minor m!” Ordnung, 
der in m bestimmten Zeilen einer n-reihigen Determinante 
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enthalten ist, mit dem algebraischen Komplement des ent- 
sprechenden Minors in einem anderen System von m Zeilen, 
so ist die Summe dieser Produkte gleich Null. 


§ 20. Entwickelung nach einer Zeile. 


Wir wollen den Larraczschen Satz auf den Spezialfall m = 1 
anwenden. Die Minoren m*" Ordnung in m bestimmten Zeilen 
werden dann die Elemente einer bestimmten Zeile, etwa die Elemente 


LE 
Um das algebraische Komplement von a,, zu finden, hat man 
die rt Zeile und die st° Spalte zu streichen und die so entstehende 
(n — 1)-reihige Determinante mit dem Faktor (— 1)" +* zu vorsehen. 
Das algebraische Komplement von a, möge 4A,, heißen. Dann 
gilt nach dem Larraczschen Satz für die Determinante A folgende 
Entwickelung: 
A = Qy An H apg A, + en ER 

Wir wußten bereits (vgl. & 14), daß die Determinante eine lineare 
homogene Funktion der Elemente einer Zeile ist. Jetzt sehen wir, 
daß die Koeffizienten dieser linearen homogenen Funktion die alge- 
braischen Komplemente der’ betrachteten Elemente sind. 

Satz 14. Multipliziert man jedes Element einer Zeile 
mit seinem algebraischen Komplement, so ist die Determi- 
nante gleich der Summe dieser n Produkte. 

Der Satz gilt nach 8 12 auch für die Spalten. 


Beispiel. 
Wenn in der rt Zeile (oder der ste® Spalte) nur ein von Null 
verschiedenes Glied vorhanden ist, so reduziert sich A auf 
a,,A 


ra“'ra" 


Man kommt also in diesem Falle nach Absonderung des Faktors 
(— 1)t"a,, zu einer (m — 1)-reihigen Determinante, nämlich dem 
Komplement von a,,. 

Die Determinante 


TR | 
ee) n 
Gnl a Gun | 


in der alle Elemente Null sind, die oberhalb der Hauptdiagonale 
liegen, ist gleich 


Entwickelung nach einer Zeile Tal 
a m[au——nmnhnmhRTRTRÜRT,„ne 
4,0: D | 

DEN) 


| Ay a3 TN Onn 


Der zweite Faktor ist gleich 


0,50... 0 
BEA) 
apa | 78 st ; 
an3 Aug: 3. Onn | 
usw. 
Es ergibt sich also 


01,0.5220 


a SASN) | 
21 22 = Air l e Ann" 


Qal Arge Aan 


Wenn wir in der Determinante 


aii lio rn 


A=] m%s: 


| Oni motte Oan 

die Glieder der r» Zeile fortnehmen (s =r) und durch die ent- 
sprechenden Glieder der stm Zeile ersetzen, so entsteht eine De- 
terminante mit zwei übereinstimmenden Zeilen, die folglich ver- 
schwindet. Andererseits geht aber A bei jener Ersetzung über in 

sr chia, Arne 
Mithin ist Ga A F aa A, + E Un Arn 

aal 4, RT 4, A, EA a, Arn =0. 

Satz 15. Multipliziert man die Elemente einer Zeile 
mit den algebraischen Komplementen der entsprechenden 
Elemente einer anderen Zeile, so ist die Summe dieser 
Produkte gleich Null. 

Der Satz gilt nach § 12 auch für die Spalten. 


$ 21. Die Vaxveruonnesche Determinante. 


Um ein Beispiel zu Satz 14 und zugleich zu früheren Sätzen 
zu haben, wollen wir die Vanpzrmondesche Determinante betrachten. 
Das ist eine Determinante von folgender Form: 


.— 1 
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aeee 03 


2 


RE ATA DN 
va Beet 
y re a ERN 
al. 1 | 
Wir ziehen in V, von jeder der n — I’ ersten Zeilen die letzte 


Zeile ab. Ist das geschehen, so enthält die letzte Spalte lauter 
Nullen und nur rechts unten eine- 1.. Es wird also 


lat-at a? —-a?..a.-—a, 
n-1 n-i „n-2 n-2 P 
Vo % =i a) =. ..., — A, 
n 
n-i a—l „n-? n—2 
917% An 7 era Aii On ! 


Aus der ersten Zeile können wir den Faktor a, — a,, aus der 
zweiten den Faktor a, — a, herausziehen usw. Dadurch finden wir 


Le ME (a KA a,)(a, ua a,) ER (@,-ı Er: a,) Vi; 
Sar De Dar arten N] 
[2 


P RER, 19 n-3-n 
E Se n-i a A AECA œl 
ist.! », durchläuft die Werte 0, ...,n—2; », die Werte 0,...,n—3 usw. 


Nach Satz 6 zerlegt sich Ñ, in eine Anzahl von Determinanten 
der Form 


wobei 


[7 n-2-7, ns n=8=y; 
a a a a FAA 
a” ar ar ar en N | 
2 2 n 

” said. ar EN 
n-li n hel n, 


OSrySEn = 2, 0 Snn n 0 EnS]. 


Hier können wir aus der ersten Spalte den Faktor ar-?-", aus 
der zweiten den Faktor ar-°=" herausziehen usw., so daß die De- 
terminante lautet: 


1 Wir benutzen hier die Identität 
ab" = (a - b) Dat anime, 
e durchläuft die Werte 0, 15. iur = 1. 
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a Ő 
vi v 
a, a’ et 


Y Y; 
a Far RAT] a2 0-1- e: vg) 


2 
n 
A Yo 
ET E ol | 


Sobald die Zahlen 
Vis Vos -e e3 Vn-p9 0 
nicht alle verschieden sind, hat die letzte Determinante zwei über- 
einstimmende Spalten und ist also gleich Null. 
Wäre nun v» <n— 2, so wären Jeng n— 1 Zahlen auf die 
n — 2 Werte 
0, 1,..,n—3 
beschränkt. Es gäbe also sicher zwei gleiche unter ihnen. 
Dasselbe ist der Fall, wenn n< n — 8 ist. Dann sind nämlich 
die n — 2 Zahlen 
Re N) 
auf die n — 8 Werte 
0-1, nn —4 
beschränkt. Usw. 
Es bleibt somit nur das Wertsystem 
nen—2,u=n—93,...,9,,=]1 
"übrig, und P, ist gleich 
Fre a | 


| 


| and on ASET 


d.h. gleich V,_, 
Wir haben also folgende Relation 
= —-4)3—-4)...(@,,—a,)V, 
Da nun V= 1 ist, so wird 
V, =a t; 


iA: a (a, irea az) (a3 Te a) Y he (a a a,) (a, Se a) (a, — az) 
usw. 
Allgemein hat man 


V, = (a — a) (0; —a,)...(a — a,) 


(a, = az)... (a, — a) 


(a„-, ER a,) een 


44 Die Vandermondesche Determinante 


Durch n — 1 Vertauschungen von je zwei Spalten kann man 
die erste Spalte von V, an die letzte Stelle bringen,! darauf durch 
n — 2 solche Vertauschungen die zweite Spalte von V, an die vor- 
letzte Stelle usw. Durch 

R-)+R-29)+...+1- 2 


Vertauschungen von je zwei Spalten, kommt man also von V, zu 


! n=] 
1la...a 
n=] 
mE lo,...a; 
n 
n-1 
la, | 


Demnach ist (vgl. Satz 2) 
W.=(-1)-'7 7, 


n 
also 


W, = (a, — @) (a — a)...(0,— a) 


Ersetzt man in der Determinante 
airia e Ain 
ES | Ay, Aga Qan 
| Qal Ang 2 Onn | 


jedes a,, durch 


so verwandelt sie sich in W,. 

Daraus ergibt sich folgende Regel, die Determinante A zu te. 
rechnen. 

Man ersetztin dem ausgerechneten Differenzenprodukt 
. W, jedes a‘! durch a, 

Dabei muß man aber vorher durch Hinzufügen nullter Potenzen 
sorgen, daß in jedem Gliede des ausgerechneten Differenzenprodukts 
alle a, vorkommen, 

Um also z, B. 

9142 


Qay ag 


zu erhalten, hat man in 


1 Man vertauscht sie (n — 1)-mal mit ihrer rechten Nachbarin, 
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Me —— 
a, — a = å’ Qq — a a? 

a, a’, a), a,'' bezüglich durch a), %g> Gy, Gag Zu ersetzen. 
Noch einfacher lautet die Regel zur Berechnung von A, wenn 
man A in folgender Form schreibt.! 


Hol + sa-i 
A] e Mann 
| ano ni -ee ann- | 


Um 4 zu erhalten, muß man in jedem Glied 
Lara... m 
des ausgerechneten Differenzenprodukts W, die Exponenten zu zweiten 
Indizes machen, wodurch das Glied sich in 
EU, Ra o oe Anm 
verwandelt. 

Den hier erörterten Zusammenhang zwischen A und W, hat 
Cavony zur Definition von A benutzt. Aus den Eigenschaften von 
W, ergeben sich dann die Eigenschaften von A. Z.B. multipliziert 
sich W, mit dem Faktor — 1, wenn man zwei der Buchstaben 
Ais Ays e». a, vertauscht. Daraus folgt, daß A sich mit — 1 multi- 
pliziert, wenn man zwei Zeilen vertauscht. 


Fünftes Kapitel. 
Systeme linearer Gleichungen. 


8 22. Cranersche Regel. 


Wir betrachten ein System von n linearen Gleichungen mit 
n Unbekannten z, %,, +-„%,. Ein solches System hat folgende Form: 


tiy B -F aa tt eb, 
(1) toy B F lg it. ta Dn = bgs 
ana t t ang Ta +t Oan Vn = bae 
Ein Wertsystem 2, 2,5 ++, Zu» das alle diese Gleichungen er- 
füllt, nennt man eine Lösung. 


1 Das ist gerade die von Leıipnız benutzte Schreibweise. (Vgl. $ 1.) 
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Wir wollen annehmen, daß 


ETI aiz ... An | 


A 


| 
á = | 21 22 2n 
| 


m 


| ani ma Yan | 
die Determinante des Systems, von Null verschieden ist. 
4,, sei das algebraische Komplement von a,,. 
Multiplizieren wir die Gleichungen des Systems der Reihe 
nach mit ! 2 
As A, ed Aus 


also mit den algebraischen Komplementen der Elemente der s'® Spalte, 
und addieren dann alles, so ergibt sich 


Az=b4A,+r%4,+ F bnhan 
Der Koeffizient von x, wird nämlich 
hArt bofast oe H Gni An 


und ist nach Satz 15 gleich Null, wenn t= s, und nach Satz 14 
gleich A, wenn t=s ist. 
Aus den Gleichungen (1) folgen also die Gleichungen 


(d) z, = hAth drt RAE A ON 


Das Umgekehrte gilt aber auch. Multiplizieren wir in (T) die 
st Gleichung mit a,, und addieren dann alles, so erhalten wir 


a, +0, +. +a,2,=b,- 
Denn der Koeffizient von b, wird 


Ar An Has die Hin tan den 


ist also nach Satz 15 gleich Null, wenn i=r, und nach Satz 14 
gleich 1, wenn !=r ist. 

Wir sehen, daß das System (1) die Lösung (T) hat und außer- 
dem keine. 

b A, t b, Aá, t ag b, 4,, 
entsteht aus 
a, At ay, Ao t ++ a, 

dadurch, daß man die Elemente der s* Spalte der Reihe nach 
durch b, b,, ..., b, ersetzt. 

Daraus ergibt sich folgende Regel, die von Cramer durch 
Induktion gefunden worden ist (vgl. § 2): 


nn 


-Cramer sċhe Regel 


| 


Man ersetze die Elemente der stm Spalte von A der 
Reihe nach durch Bis bas e- b, und bezeichne die so ent- 
stehende Determinante mit 4,. Dann lautet die Lösung 
des Systems (1): ; 


A h 
a u) p Ber 
Wenn bi, bas ».., b alle gleich Null sind, so hat jede der 
Determinanten ` 
N 
eine Spalte mit lauter Nullen. Es ist daher 
zn=0, mn =0, eio z, =0. 
Satz 16. Aus 
9, tr T or e a A =0, 
aa Ty F Ag Ty H.i. Be: 
tagt. + a2, = 0 
und 
Gii Gige Ara | 
aey faa +: Oan | O 
folgt er 
x =0, z =0, 3 z, =0 
Beispiele. 


Um die Gleichungen 
ax + b, y=G, 
Q,X + b, y = 
a b, | 
a, b, 
einmal die erste Spalte, ein zweites Mal die zweite Spalte durch 


aufzulösen, hat man in 


6 

03 

zu ersetzen. Dadurch ergeben sich die Determinanten 
| c; b, E | ac 
0, by Q; 0; 

und die Lösung unserer Gleichungen lautet: 


2 
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elf b | | ab f 
ob, | | aba] 
p | a; êi a, b, 
| a 6, a, b, 
Vorausgesetzt wird, daß 
a b 
a, b, 


von Null verschieden ist. 
Will man die Lösung des Systems 


az+bytazr=d, 
Q, X +b y + oz = d,, 
azt + bY +e% = dg 
finden, so hat man in 
abo 
l, by ©, 
a, by 6; | 
einmal die erste, ein zweites Mal die zweite, ein drittes Mal die 
dritte Spalte durch 


d, 


dy 
d, 
zu ersetzen. Dadurch entstehen die Determinanten 
d b o adoj |a db d 
dy ba Cz |, | G, dy Os |, | a, ba da |, 
dy by 6; Gz dy Cg | | ag bz dg 
und die gesuchte Lösung lautet: 


| d, b; 6 ab G j 
x = | d, b, C, |:| a, bz C, |, 
d, by 6, a,b, 0, 
add | a bi c] 
uzre adai ahal 
| ag dz 6g ay ba 0, 
abd) |a b o 
% = | @, ba dy |:| abi, l. 
i by dg lg by Cg 
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823. Rang einer Matrix. 


Ein System von mn Zahlen, die in m Zeilen und n Spalten 
angeordnet sind, nennt man eine Matrix, und die mn Zahlen 
ihre Elemente.! 

Eine solche Matrix hat, wenn man die Elemente ähnlich wie 
‚bei einer Determinante bezeichnet, folgendes Aussehen: 


Ay, KST ... lin 
ri Az * ee Ozn 
Anl ana’ Can" i 


Die in u bestimmten Zeilen und u bestimmten Santen ent- 
haltenen Elemente liefern eine Determinante, die man eine «-reihige 
Determinante der Matrix nennt. p kann natürlich keine der 
beiden Zahlen m, n übertreffen. 

Die einreihigen Determinanten der Matrix sind ihre Elemente, 

Gibt es in’ der Matrix eine von Null verschiedene r-reihige 
Determinante, während alle mehr. als r-reihigen Determinanten 
(falls solche existieren) gleich Nuil sind, so sagt man, die Matrix 
. habe den Rang r. 

Ist der Rang der Mätrix z. B. gleich 1, so bedeutet dies, daB 
nicht alle Elemente gleich Null sind, daß dagegen alle mehr als 
 einreihigen Determinanten der Matrix verschwinden (falls sölche 
existieren). 

Ist der Rang gleich 2, so gibt es eine von Null verschiedene 
zweireihige Determinante, während alle mehr als zweireihigen: 
Determinanten gleich Null sind (falls solche existieren). 

Einer Matrix, deren sämtliche Elemente gleich Null sind, 
schreiben wir den Rang 0 zu. 

Folgende Operationen lassen den Rang einer Matrix ungeändert. 

1. Man darf die Zeilen als Spalten schreiben. Das heißt, 
die Matrizen 


Ay dp +: m GG. e Oa 
Ayy Qog e: Asn und = a ER 
a in 9n2 Onn A Onn 


baben denselben: Rang. 


1 Von quadratischen Matrizen sprachen wir schon in $ 8. 
Kowarewski, Determinanten 
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2. Man darf die Zeilen beliebig vertauschen, ebenso die 
Spalten. Bei einer Matrix vom Range r(>0) läßt sich durch eine 
passende Vertauschung der Zeilen und Spalten erreichen, daß die 
Eckdeterminante 


a As hr 
Ay] an ee e Ay, | 
Ci @, 3 a, 


ungleich Null ist. 

3. Man darf alle Elemente einer Zeile mit demselben 
von Null verschiedenen Faktor verseben. 

4. Man darf zu den Elementen einer Zeile die mit A 
multiplizierten entsprechenden Elemente einer andern 
Zeile addieren. Von der neuen Matrix kann man zu der alten 
zurückgelangen, inden man zu den Elementen einer Zeile die mit 
— 4 multiplizierten entsprechenden Elemente einer andern Zeile 
addiert. Man sieht sofori, daB keine der beiden Matrizen einen 
höheren Rang haben kann als die andre, Jede „-reihige Determi- 
nante der einen ist nämlich eine lineare Kombination von zwei 
u-reihigen Determinanten der andern, wenn sie nicht selbst eine 
Determinante der andern ist (vgl. Satz 6 und 7). 

5. Man darf eine Zeile mit lauter Nullen hinzufügen 
oder streichen. 

6. Man darf eine lineare Kombination der Zeilen als 
neue Zeile hinzufügen. Die Matrix 


2, ayy Feet An Oms i ag Her + Ànima) vi, kant. F Aa amn 


a, Qiz ... an 
Oz Arg S lan 
ani Ama ee Gun 


hat nämlich denselben Rang wie 
aii Gig “or. 
Gy Oggy. Osa A 
Onl Oase e Oan" 
Man erkennt das durch Anwendung der Bemerkungen 4 und 5. 
Wenn eine Zeile eine lineare Kombination der andern 
ist, so darf man sie unterdrücken.? 


1 Die Sütze 3—6 gelten auch für die Spalten. 


a 2 on EP ET N EZ FRE N DEE 
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$ 24. Lineare Unabhängigkeit. 


m Systeme von je n Zahlen 


Typ Yo Zn 
(1) Toys Togs -u Tony 
Enı) Tg) EL) Inn 


nennt man linear unabhängig, oder kurz unabhängig, wenn 
die Gleichungen 


| A Tr E iata E oe tin = U 


(2) la tia E AaB tHe +, = O, 


Ri Zy n F Aa Tgn H Ve HA, Zn = 0 


1=0,,=-0,..,2,=0 


m 


nur durch 


befriedigt werden. 

Im Falle m > 1 können wir auch sagen, daß kens der 
Systeme eine lineare Kombination der andern ist. 

Im Falle m = 1 hat die lineare Unabhängigkeit den Sinn, daß 
das einzige vorhandene System 


Dr Gay e An 
nicht aus lauter Nullen besteht. 

Wenn die Systeme (1) nicht unabhängig sınd, so sagen wir 
auch, daß zwischen ihnen eine lineare Relation besteht.! 
Damit meinen wir dann, daß die Gleichungen (2) sich durch ein 
Wertsystem A,, Ay, ..., A, befriedigen lassen, das nicht aus lauter 
Nullen besteht. Ist A, ungleich Null, so sagen wir, daß in der er- 
wähnten linearen Relation das System 


Thir Ua eh pn 
vorkommt. 

Satz 16. Die Systeme (1) sind dann und nur dann linear 
unabhängig, wenn der Rang der Matrix (1) gleich m ist. 

Für m = 1 ist der Satz offenbar richtig. Wir können uns also 
auf m > 1 beschränken. 

Wenn die Systeme (1) nicht unabhängig sind, so ist in der 
Matrix (1) eine Zeile eine lineare Kombination der andern. Wir 
dürfen diese Zeile streichen, ohne daß der Rang der Matrix sich 


1? Diese Redeweise wenden wir nur im Falle m > 1 an. 
4* 
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ändert (vgl. § 23 Nr. 6) Der Rang einer (m — 1)-zeiligen Matrix 
ist aber höchstens gleich m — 1, also kleiner als m. Damit ist ein 
Teil des Satzes 16 schon bewiesen. 

Nehmen wir jetzt an, daß der Rang r der Matrix (1) kleiner 
als m ist. Im Falle r= 0 sind die Systeme (1) sicher nicht un- 
abhängig. Sie bestehen alle aus lauter Nullen. Jedes ist also eine 
lineare Kombination der andern, 

Im Falle,r > 0 können wir durch Vertauschung der Zeilen be- 
wirken, daß in den r ersten Zeilen eine von Null verschiedene 
r-reibige Determinante steht. 

Es lassen sich dann n — r Hilfssysteme 


Yerr29 Ir4n29 e 0% Yun 


Yrtit Ir +22 tee Ir +20 
Yai? Yno! er Ynn 
so bestimmen, daß die Determinante 
Zii Lin 
Tal > Zen 


Y+11°*"IrHin 


|y EI eei Ynn 
ungleich Null ist. Man wählt in den r ersten Zeilen eine von Null 
verschiedene r-reihige Determinante, setzt, die Hauptelemente ihres 
Komplements gleich 1 und die übrigen y alle gleich Null. Dann 
reduziert sich die Lartaorsche Entwickelung nach den r ersten 
Zeilen auf ein Glied, das abgesehen vom Vorzeichen gleich jener 
r-reihigen Determinante ist. 
Wenn wir nun auf die Gleichungen! 


Maut. t Aa + hy yyıat +9 nYnı = Th 
hitia t eee th, Father Yapa e Hua = aa 


tat: ER x F Yan = Tin 
die Cramersche en ($ 22) anwenden, so erhalten wir 
pi 
h=yı hao AD 


1 h ist eine der Zahlen r +1,..., m. 
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Ei EEE rien Eines EE E RR 
D,e=1,2,.. „ n) entsteht aus D, indem man in D die s" Zeile 
durch 


x Thos .. 3 Trn 
h1’ a 


Dyv D, +2» ++ D, enthalten daher r + 1 Zeilen der Matrix (1). 
Da alle (r + 1)-reihigen Determinanten in (1) gleich Null sind, weil 
der Rang r sein soll, so gibt die Laruaorsche Entwickelung nach 
genen r +1 Zeilen 

D,1=0,D,=0,..,D=0. 


an Aygar u A, sind also gleich Null, und man hat für 
"=r+1,..., » Gleichungen von der Form 


Dar = 2 + SAEN -} Arai 
Era = A Big F ore tms 
Darn = A +... + O 
Jede Zeile der Matrix (1) ist demnach eine lineare Kombination der 
r ersten Zeilen. 
Damit haben wir auch den zweiten Teil von Satz 16 bewiesen. 
Wir können unser Resultat auch so formulieren: 


Batz 17. Wenn der Rang der Matrix (1) gleich r ist 
(r > 0), so lassen sich unter den Systemen (1) r, aber nicht 
mehr unabhängige auswählen. Hatmanr unabhängige aus- 
gewählt, so ist jedes der Systeme (l) eine lineare Kom- 
bination von ihnen. 

Wir beweisen im Anschluß hieran noch folgenden Satz: ° 


Satz 18. Wenn in einer Matrix eine von Null verschie- 
dene r-reihige Determinante vorhanden ist r>0), deren 
(r + )-reihige Superdeterminanten! alle gleich Null sind, 
so ist der Rang der Matrix gleich r. 

Wenn eine Determinante ein Minor einer anderen ist, so nennt 
man diese andere eine Superdeterminante von jener, 

Wir wollen annehmen, daß in der Matrix (1) die Determinante 


Lii Ta. Gr 


Co Dog ee Dap 


Vai Tao ed. 


‘ Damit diese Superdeterminanten sich bilden lassen, muß man eventuell 
Zeilen und Spalten mit lauter Nullen hinzufügen. 
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ungleich Null ist, während alle (r + 1)-reihigen Superdeterminanten 
von ihr gleich Null sind. 


Da die Matrix 


mi Pae e e er} 
Tig Taz -e Drg Tha 
kh=r+l,.„mis=r+l,..,n) 
Tip Fur el, Thr 
Vis Tag’ ee Prs Ths 


den Rang r hat und in den r ersten Zeilen eine von Null ver- 
schiedene r-reihige Determinante vorkommt, so ist nach Satz 17 die 
letzte Zeile eine lineare Kombination der r ersten. 

Wir sehen, daß in der Matrix 


Ti Gar Un 
ee 
f h=r+1 ) 
Dr Trg NE Ion 
‚In na" * Fan 


die n — r letzten Spalten lineare Kombinationen der r ersten sind, 
Wir dürfen also nach § 23 die n — r letzten Spalten streichen, ohne 
daß der Rang der obigen Matrix sich ändert. Dieser Rang ist 
daher gleich r und aus Satz 17 folgt, daß die letzte Zeile eine 
lineare Kombination der r ersten ist. Dies gilt für k = r + 1, ... m, 
und wir dürfen deshalb in der Matrix (1) die m — r letzten Zeilen 
streichen, ohne daß der Rang dieser Matrix sich ändert. Die 
Matrix (1) hat also den Rang r. 

Hieraus ergibt sich folgendes Verfahren, um den Rang einer 
Matrix zu bestimmen. 

Man sucht ein von Null verschiedenes Element auf. Gibt es 
kein solches, dann ist der Rang der Matrix gleich Null. Ist ein 
von Null verschiedenes vorhanden, so muß man seine zweireihigen 
Superdeterminanten betrachten. Sind sie alle gleich Null, dann hat 
die Matrix den Rang 1. Andernfalls muß man unter jenen Super- 
determinanten eine nicht verschwindende heraussuchen und ihre 
dreireihigen Superdeterminanten prüfen. Sind sie alle gleich Null, 
danv ist der Rang der Matrix gleich 2. Andernfalls muß man 
unter ihnen eine von Null verschiedene auswählen und ihre vier- 
reihigen Superdeterminanten betrachten usw. f 
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825. Systeme von linearen homogenen Gleichungen. 


Eine lineare homogene Gleichung mit n Unbekannten z,, ty, ..., £p 


hat die Form 
a T + a T t IE az, = 0. 


Wir wollen ein System von m solchea Gleichungen betrachten, 
h= ah t Ot t oo Hnn =O, 
h = ah E lgt tHo a = 0, 


(1) 
fn ™ at r ar g lan Tn F 0, 
und seine Lösungen bestimmen, d. h. Seisyknisen Wertsysteme 
Dyg Bor eeey Tay 


die allen Gleichungen (1) genügen. 
Es kommt, wie wir sehen werden, darauf an, welchen Rang r 


die Matrix 
| u t as EL 
Ayy Gag -ee Asn 


(2) 


Ami Anz’ An Oan 


hat, die man die Matrix des Systems (1) nennt. 

Ist r=0, d.h. sind alle à gleich Null, so ist jedes Wertsystem 
iis Dor +. +, Tp eine Lösung von (1). 

Im Falle. r>0 können wir die Gleichungen (1) in einer 
solchen Reihenfolge schreiben, daß in den r ersten Zeilen von (2) 
eine von Null verschiedene r-reihige Determinante auftritt. 

Sollte m >r sein, so sind nach 8 24 die m — r letzten Zeilen 
in (2) lineare Kombinationen der r ersten. Man hat also für 

her+l..,n 


en m t Žas On +. +, 
dha = Ari ha F Ane og Hoe H nr Gres 
Ury = Ån Giat a Gt. Ehi Orn’ 


Multipliziert man der Reihe nach mit z,, 2,, ..., æ, und addiert 
dann, so ergibt sich 


h= Am f + Zra ha Hoe t Rir fro 
welche Werte auch die z haben mögen, 


56 Die Lösungen des reduzierten Systems 


Hieraus ist zu entnehmen, daß jede Lösung des Systems 
(8) -> h=09,h=0,..,f,=0 


auch eine Lösung v von (1) ist. Beide Systeme haben also dieselben 
Lösungen, 

Satz19. Hat ein System linearer hom ogener Gleichungen 
den Rang r (>0), so kann man sich bei der Bestimmung 
der Lösungen auf r Gleichungen des Systems beschränken, 
in deren Matrix eine von Null verschiedene n»-reihige 
Determinante vorkommt. 

Man nennt die m Gleichungen (1) linear unabhängig oder 
kurz unabhängig, wenn ihre Koeffizientensysteme, d. h. die Zeilen 
der Matrix (2), im Sinne von § 24 unabhängig sind. Im Falle m > 1 
bedeutet dies, daß keine Gleichung aus den übrigen durch lineare 
Kombination hervorgeht. Im Falle m = 1 kommt die Unabhängig- 
keit darauf hinaus, daß nicht alle Koeffizienten Null sind. 

Der obige Satz läßt sich hiernach auch so. formulieren: 

Hat ein System linearer homogener Gleichungen den 
Rangr, so kann man sich bei der Bestimmung der Lösungen 
auf r unabhängige Gleichungen des Systems beschränken. 

Diese r unabhängigen Gleichungen wollen wir das reduzierte 
System nennen. 


826. Die Lösungen des reduzierten Systems. 
Durch eine geeignete Numerierung der Unbekannten können 
wir bewirken, daß in dem reduzierten System 
E +, 4... +, =0, 
Ay; =, +9%+ ++: +0,2,=0, 


a, 2, +4, +. ah) 
die Determinante 
Aii ig e.. a 


A= | a far 


GAUT SA Gyr 


von Null verschieden ist, 
Im Falle r= n liefert die Cramersche Regel 


=0,,=0,..,0,=0 
als einzige Lösung. 
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or 


Die Lösungen des reduzierten Syslems 


Satz 20. Wenn der Rang eines Systems linearer homo- 
gener Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannten 
ist,! so muß man, um das System zu befriedigen, alle Un- 
bekannten gleich Null setzen. 

Im Falle r< n können wir z 433 
legen und daun auf die Gleichungen 


..4 2, beliebige Werte bei- 


/ 
a Ti anik Qip Ty ee al %,. + TRATT 4, z)» 
ts a Aa = in a N 


Qei T y, E Ty C E E Ty) 


die Oramersche Gia anwenden. 
Bezeichnen wir mit A,, die Determinante, die aus 4 entsteht, 
wenn man die st? Spalte durch 


ersetzt (= r -+ 1, ..., n), so ist nach der Cramerschen Regel:? 


1 
= u AN Gr ro... +4,22) 


1 
Ara G (doep T a Re 


dr len a le 
Diese Gleichungen besagen, daß 
Dys Tzs ..) Ta 


eine lineare Kombination der folgenden n — r Lösungen ist: 


A 4). A 
u,r+1 as N Tat nHL, 1, 0, Yan 0, 


rA natry Kommen 3 rE K oSA 


Ai r42 Ao r42 r U : 
He, - - u H,01..,0, 


, Ty pre I) 


Ai, Aan On ER 


1 Wir könnten auch sagen: „Wenn ein System linearer homogener 
Gleichungen so viel unabhängige Gleichungen enthält nls es Unbekannte 
gibt, usw.“ 

2 Wir wenden zugleich Satz 5 und 6 an. 
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Diese n — r Lösungen sind unabhängig (vgl. $ 24) und jede 
Lösung unseres Systems ist eine lineare Kombination von 
ihnen. Umgekehrt ist jede lineare Kombination von ihnen eine 
Lösung unseres Systems. 

Wenn wir p beliebige Lösungen hinschreiben, so sind darunter 
höchstens n — r unabhängige. Fügen wir nämlich noch die obigen 
n — r Lösungen hinzu, so wird dadurch die Anzahl der unabhängigen 
Lösungen nicht vermindert. Da aber die p ersten Lösungen lineare 
Kombinationen der n — r letzten sind, so haben wir jetzt genau 
n — r unabhängige. 

n—r unabhängige Lösungen besitzen hiernach immer die 
Eigenschaft, daß jede Lösung eine lineare Kombination von ihnen 
ist. Nehmen wir nämlich zu n — r unabhängigen Lösungen. irgend 
eine (n — r+ 1) hinzu, so besteht zwischen ihnen eine lineare 
Relation, in der diese (n — r + 1)* vorkommen muß (vgl. § 24), weil 
sonst die n — r ersten nicht unabhängig wären. Die (n — r + 1)" 
ist also eine lineare Kombination der n — r ersten. 

Man nennt ein System von unabhängigen Lösungen, aus denen 
sich jede Lösung durch lineare Kombination ergibt, ein Funda- 
mentalsystem, 

Satz 21. Wenn der Rang r eines Systems linearer 
homogener Gleichungen kleiner als die Anzahl n der Un- 
bekannten ist, so gibt es Fundamentalsysteme vonn—r 
Lösungen. 

Um ein solches Fundamentalsystem zu erhalten, braucht man 
nur n — r unabhängige Lösungen zu suchen. 


827. Methode von Frosrxıus zur Bestimmung eines 
Fundamentalsystems. 


Um ein Fundamentalsystem von Lösungen für r unabhängige 
linesre homogene Gleichungen 


wrt tt, +... Hant =O, 
(1) CINE E E H+...-+9,,,=0, 
a a a a R E E 


zu finden (7 < n), kann man so verfahren. 
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Man fügt zu 


ER VE 
aa] Aza Aan 
Aai a.g >] Arn 
n —r neue Zeilen 
Qtil Orel e Wr, 
Q, 43,1 Ortas rta,n 
aal Ang kr Oan 
derart hinzu, daß die Determinante 
a, Ay au 


De de 
NO, 


nicht verschwindet. Daß dies möglich ist, wissen wir aus § 24. 


Bezeichnet man nun mit A,, das algebraische Komplement 
von a,, in D, so sind die Wertsysteme 


A,yııv Array on Ayım 
(2) A, 42,1 ’ 4, +2,22. Aryan? 
Ani Aas Br ER 


Lösungen von (1), Das folgt aus Satz 15 in $ 20. 

Wenn wir noch zeigen, daß sie unabhängig sind, so wissen wir, 
daß sie ein Fundamentalsystem bilden. 

Aus den Gleichungen 


Ar F Anaa rt rd, An = 0, 
h ren t ua te An, = 0, 


RE n EDER n a, 40 


folgt aber, wenn man der Reihe nach mit 4,,, Gar -e9 Ay 
(kh=r-+1,...n) multipliziert und dann addiert, 


AEDO herr) 


h-r 


Alle 2 sind also gleich Null. Damit ist die Unabhängigkeit 
der Lösungen (2) bewiesen. 


$ 
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828. n — 1 unabhängige lineare Gleichungen mit n homogenen 
Unbekannten. 
Dei n— 1 unabhängigen Gleichungen 
tn Bertan =D, 
On LEa Zt Pat 
an- F Aai T Foe +%- w = 0 
besteht ein Fundamentalsystem aus einer einzigen Lösung, die .von 


0, 0,...,.0 verschieden ist. 
Bezeichnet man mit D, diejenige Determinante der Matrix 


a, Qs En 
Qa Ang "Azn 
%-1,1 Q,-1,2 LE Q,-1,n9 


die durch Streichung der st Spalte entsteht, so liefert die 
Frosextussche Methode die Fundamentallösung 


Du ed. S EE ER 
Das algebraische Komplement. von a,, in ! 
9 Ay Gig | 
Qij Ggy + + gm 
LEEREN | 
(IH D, (1) (OD, 
Streicht man den gemeinsamen Faktor (— 1)""!, so findet man 
die angegebene Lösung. Jede andere Lösung hat die Form 
AD SAn, al RADN 
Beispiel. Aus 


ist nämlich 


a, Ty +, +, = 0, 
tb t bst = 0 


folgt 
nn ||, _ |0 2s), | a a) 
er b, by b bs i b, b; | 
oder, anders geschrieben, 
a 
D $ Dy: Ty i E: el, un . 
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Vorausgesetzt wird dabei, daß die drei Determinanten auf der 
rechten Seite nicht alle gleich Null sind. 


§ 59. Beliebige lineare Gleichungssysteme. 


Wir wollen jetzt ein System von m linearen Gleichungen be- 
trachten, die nicht alle homogen sind. Ein solches System lautet 
h Xi Fam +» tm, z, =b , 
gg l E lys ta Foe EAn E 


(1) 


anl T $i Hang Dy an 2 2 0.2, = bn 


Wenn 2, 2, ..., 2, eine Gase von (1) ist, so ist 


v 
Dyr Dgr ey Daa —1 

eine Lösung von 

re +, +5, u = 09; 

12) hai... t r Ta Fbs Zagi =O, 

tet... - + er a a 


Ist umgekehrt 


Lay T 


17 Zr or a eE S) 
eine Lösung von (2) und z,,, von Null verschieden, so ist 
mei a en, 
AERE Papl p Va tl 
eine Lösung von (!). 
Wir finden also alle Lösungen von (1), wenn wir alle Lösungen 
von (2) aufsuchen, bei denen =, ,, von Null verschieden ist. 
Es sind nun zwei Möglichkeiten vorhanden. Entweder erfüllt 
jede Lösung von (2) auch die Gleichung 


=0 
Tati = j 
oder es gibt Lösungen von (2), die dieser Gleichung nicht genügen. 
Im zweiten Falle hat das System (1) eine Lösung, im ersten Falle 
dagegen nicht. Wir müssen also feststellen, ob die Systeme (2) und 


tat... +, +64, = 0, 
ee + asp Za +5 EAA 


(2) A e EO AA > 
aa T F anhy t- atant tD n+ 0 
ty = 2 
dieselben Lösungen haben oder nicht. 
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Hat (2) denselben Rang wie (2), so ist jedes Fundamentalsystem 
von (2) auch ein Fundamentalsystem von (2), d. h. (2) und (2) haben 
dieselben Lösungen. 

Hat (2) den Rang r und (2) den Rang r +1, so bestehen die 
Fundamentaisysteme von (2) aus n—r-+ 1, die von (2) aber aus 
n — r Lösungen. Es gibt also Lösungen von (2), die nicht Lösungen 
von (2) sind. 

Wenn nun die Matrix 


Gij Aia i n b 
r, Qag -Qaa be 
GART Ama’ Á Ian bn 
080.252 Ol 
den Rang r + 1 hat, so gilt dasselbe von der Matrix 
Ol Mo eela O 
N) 
Ani Am! s, Q,n0 
020002201 
Dann hat aber 
A Yan 
Gy og + + Ann 
Qua... On, 


den Rang r, also denselben Rang’ wie 
% ha'e An b 


Ogi gg +: Osa D3 


an Ing ER A 
Damit ist folgender Satz bewiesen: 
Satz 22. Das System 
Mi Tit lg 2a teotan eh, 
tray ut... E = 
nF -H Az Ta Arion Onn In = os 


hat dann und nur dann eine Lösung, wenn die Matrizen 
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a3 in Ya nd 
Ay] ya nr + A and Gy] Oggy. bg 
Gar Im? Ba. Ann Omni Ang at. An bn 


von gleichem Range sind. 
Man kann diesen Satz noch einfacher beweisen, indem man sich 
direkt auf § 24 stützt. 


Wenn das System (1) eine Lösung hat, so bedeutet diès, daß 
Debi urb 
eine lineare Kombination von 


abti AS Onl 


Aig agttt Om? 


Ain’ Ton eo Am 
ist. Dann hat aber nach § 23 (Bemerkung 6) die Matrix 


Arh rn + Ann 


Aiz log ee Ana 


(3) 


a. POP 
A in "in 
denselben Rang wie 


(4) 

also auch 

8) 

denselben Rang wie 
& 


(vgl. § 28, Bemerkung 1). 
Wenn (8) und (4) beide vom Range r sind und man wählt in 
(8) r unabhängige Zeilen aus, so ist nach § 24 jede andere Zeile 
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in (3) und in (4) eine lineare Kombination von ihnen, Also ist 
bi, bass- b, eine lineare Kombination der Zeilen von (8) Dies 
bedeutet aber, daß das System '(1) eine Lösung hat. 
Wie viele Lösungen hat nun das System (1), wenn überhaupt 
Lösungen vorhanden sind? 
Lys Egye D, Sei eine bestimmte Lösung und T, Ty,- -s Cp 
eine beliebige Lösung von (1). Setzen wir 
zen ty Hey ty Hei ty 
so ergibt sich durch Subtraktion der Gleichungen | 
trat = brs 
und 
tet td 
die Gleichung a ; 
aah t na Ys tH -ee Hapy =O. h= 1, 2,.. u m). 
Umgekehrt folgt aus den beiden letzten Gleichungen durch Addition 
die erste. 
Wenn also z,,2,',...,=, eine bestimmte Lösung von (1) und 
Yi» Yas- <» Yp eine beliebige Lösung des Systems 


| tut. Fan m=O, 
(5) Pa Va H u Pa Na TA 
5 A E E 
ist, 80 1st 
ty ty tn 
immer eine Lösung von (1) und jede Lösung von (1) läßt sich in 
dieser Form darstellen. 
Im Falle r=n läßt das System (6) nur die ET 
y= 0, Ya = 0, -e3 Ya ™= 0 
zu. Dann gestattet ER das System (1) nur eine Lösung, voraus- 
gesetzt, daß die Matrix (4) denselben Rang hat wie (8), d. h. den 
Rang n. 
Im Falle r< n sei 
Yie I rn Im 
Yars Yazı or You 
An ER 5 N 
Ya-r,1) Yes, Dag.) Ya-r 
ein Fundamentalsystem von (5), Dann sind alle Lösungen von (1) 
in folgender Form darstellbar: 
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en Hi hit Aya t et Anr Ynna 
T, = en 2, Yiz Er As Yas + beit, due Yun 29 


= ta T A Hiat Aa Yan t rt ser 
Die A darf man beliebig wählen. 


Sechstes Kapitel. 
Multiplikation von Matrizen und Determinanten. 


$ 30. Produkt zweier Systeme von » Zahlen. 


Eyy gr, und Yip Yyy +» +, Yp Beien zwei Systeme von n Zahlen. 

Wir wollen den Ausdruck 

sy tr zYt oer E udn 
mit (xy) bezeichnen und das innere Produkt! oder kurz das 
Produkt der beiden Systeme nennen. Dieses Produkt kommt also 
dadurch zustaude, daß man jede Zahl des einen Systems mit der 
entsprechenden Zahl des anderen Systems multipliziert und die 
Resultate addiert. 

Man sagt auch, daß das innere Produkt zweier Systeme durch 
Zusammensetzung oder Komposition der beiden Systeme ent- 
steht. Man meint damit, daß die entsprechenden Zahlen multipliziert 
und die Resultate addiert werden. 


8 81. Definition des Produkts zweier Matrizen. 


Wir betrachten zwei Matrizen mit m Zeilen und n Spalten: 


Gy, a in 
} Gy) Ag te Ozn 
(A) Kiss 
| Oal ma’ Ian 
und 
| bi bis bin 
VRIR BEA 
(B) A ; 22 brn 
bmi baz bs 


ı Diese Bezeichnung rührt von H. Grasswann her. Da wir hier nur = 
Art von Produkten brauchen, können wir statt „inneres Produkt“ cinfac 
„Produkt“ sagen. } 
Kowargwski, Doterminanten 5 
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Das Produkt der riet Zeile von (A) und der s'® Zeile von (B) 
bezeichnen wir (vgl. $ 30) mit (a,b). Es ist also 
(a,b) 7 ed, ba Sr t3 bis + PAS de ain bsa’ 
Aus diesen m? Produkten können wir die folgende quadratische 


Matrix bilden 
(a, bi). (a, d2)- - - (a, Om) 


(a, b,) (a, b,). -° (a, bm) 
‘ab,) (a„d,)-- - (and, 
Die Determinaute dieser Matrix, also die Determinante 
(a, b1) (a, by). (a dm) 
(a, bi) (a, ba) - » o (a bu) 


(a n) last ; % : lon b) | 


nennt man das Produkt der beiden Matrizen (A) und (B), und man 
schreibt 


Gii ha eee Ajy b biae bn (a, b) (a, ba) e (a ba 
Gy Qag ++ lan bai bos = + + Dan z (a, bi) (a, ba). -- (@ bn) 
Qani Aag er Oan bai bna An 035 (a, b,) (a,, b,) 2 (a, Da) 


Im Falle m = 1 haben wir es mit dem Produkt zweier Systeme 
von n Zahlen zu tun. $ 31 ist also als eine Verallgemeinerung von 
8 30 anzusehen. 


832. Produkt zweier Determinanten. 


Wenn m=n ist, sind A und B zwei quadratische Matrizen 
mit n Zeilen. 

Wendet man auf das Produkt AB mehrere Male’ den Satz 6 
an (bezogen auf die Spalten), so ergibt sich, daß AB gleich 


| Ar, bir, An br, Te Q ry Ùn fn 


(1) 5 Ar, bir, r, bor, ETN bn fn 


Ane, bir, Anr, Dar, e m tu ba Ti 


ist. Jede der Zablen r,,r,,...,r, kann die n Werte 1, 2.. o5 n 
annehmen. Dié Summe besteht also aus n” Determinanten. 
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Nun ist aber nach Satz 5 


rn dir, Gin bar ... Gi ra larn Air, Qirg -e Um 

An bir, Garban, - - + A2 ry nra a|r Rn Qu, ba; e. 
i 4 ” 

bi. Sl. Anz baum, Gr ana 


Wenn zwei von den Indizes r,,r,,...,r, einander gleich sind, 
hat die Determinante 
Qir, Alr, © Mr 
(2) Ar, r, +++ Ora 
| anr, Onr e Burn 
zwei übereinstimmende Spalten, ist also (vgl. Satz 3) gleich Null. 
Wir können uns daher auf diejenigen Wertsysteme r,,r,,...,r, 


beschränken, die aus lauter verschiedenen Zahlen bestehen. Die 
Summation bei (1) erstreckt sich dann über alle Permutationen von 


a N 
Setzen wir 
| Or ha, 
N a > 2 j 
a a Aan 


so ist die Detorminanie (2) gleich + x (vgl. 8 13). In (2) lautet das 
Hauptglied 
Ar, Rn ... An rp 


Dieses Glied hat in X den Faktor 
Lahr 
sgn k Ya... B x 
Die Determinante (2) ist demnach gleich 
1.97 
Asgn ( Re ar] 
und die Summe (1) läßt sich so Ener 


IE 2% 
Setzen wir 
bii biz bin 
ge | Ën bas e baa |, 
EA ban 


5* 
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so ist (vgl. $ 9) 
B-Iosa(, 2 2) din be 


Ti Teee DESEE: 
Die Summe (1) wird also gleich AY. 
Satz 23. Das Produkt der beiden Matrizen 


RR 


Oi Ga e FEB bii dia rd 
Gy Gy An und da a ban 
RL APR E AT 


ist gleich dem Produkt ihrer Determinanten. 
Wir können diesen Satz auch so formulieren: 


Satz 24. Das Produkt der beiden Determinanten 


Ahar in bi, Diane Im 
(Re NEE RN NER ind Debug an bih 
RER AEE 0 ER BR De 


läßt sich als n-reihige Determinante schreiben, und zwar 
hat man 


a Na En ES by dia + bin (a bi) (a, 32). (a b,) 

gy oy eee Uan | , | bor Doa -+ den | _ 1,8) 0,).. . (az bp) À 

Ani na ee Sun ba bz ne On (a, b,) (a, b,) SAS (a, bn) 
wobei 


Her (a, b,) = 4, ba T a.a bso rasch %,ub,n 
ist. 

Man nennt diese Multiplikation zweier Determinanten die 
Multiplikation nach Zeilen. Es gibt noch drei andere Arten, 
zwei Determinanten zu multiplizieren. Man kann vor der Multiplikation 
die Zeilen von U oder die Zeilen von ® oder auch die Zeilen von 
XA und die Zeilen von ® als Spalten schreiben und dann nach 
Zeilen multiplizieren. Die Elemente der Produktdeterminante ent- 
stehen dann durch Komposition der Spalten von Y mit den Zeilen 
von Y uder der Zeilen von A mit den Spalten von ® oder der 
Spalten von % mit den Spalten von ®. Endlich kaun man noch 
die beiden Faktorer U und Y vertauschen. 


So läßt sich z. B. das Produkt von i 
a rer S ETAP 
Ci C; NY 


Das Quadrat der Vandermondeschen Determinante 69 


zunächst auffolgende vier Arten als zweireihige Determinante schreiben: 
b, ĝi -+ b, Ba , b, v + b, Ya 
a Pi + e Bas at 7 
(Zeilen von D mit den Zeilen von 4 komponiert), 
bi Pi + bayi, bi Pa + bay 
o Pit GY G hat r 
(Zeilen von D mit den Spalten von 4 komponiert), 
| bhi tah arita? 
| ba Bi F sha, bari HGy 
(Spalten von D mit den Zeilen von A komponiert), 
lapita, nhatar | 


| ba Bi Hayir bs Êa F Ca 7a | 
(Spalten von D mit den Spalten von A komponiert). 


Vertauscht man D mit 4, so erhält man vier andere Ausdrücke 
für DA, die aber aus den obigen durch Umklappung um die Haupt-' 
diagonale entstehen. 


833. Das Quadrat der Vanpensonpsschen Determinante. 


Um eine Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinanten 
zu haben, wollen wir das Quadrat der in $ 21 betrachteten VANDER- 
MONDEschen Determinante berechnen. 

Multiplizieren wir 


i -2 

nn Y | 

V = a) Si ONE KER | 
n=l „N-22 

RE ER | 


mit sich selbst, indem wir Spalten mit Spalten zusammensetzen, so 
ergibt sich 
ana S3n-3 7 t Sa-a 
y= Sin-3 Ssn-a ee Sng 
P a E A 

Dabei hat s, folgende Bedeutung: 

geatalr.. ta (k0, 1, 2.) 
s, ist also gleich n, 
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Aus & 21 wissen wir, daß V? gleich 


(a, — a) (a, — a? ... (0, — a) 
(a, — a,)?... (9 — a, 

2 

(n-i At 0,) 


ist, also gleich dem Quadrat des Ditferenzenprodukts der n Zahlen 
My Qyy.n., @,. Das Quadrat des Differenzenprodukts läßt sich dem- 
nach durch die Potenzsummen s, ausdrücken, und zwar in Form 
einer Determinante, deren Elemente solche Potenzsummen sind, 


§ 34. Produkt rechteckiger Matrizen. 
Wenn wir zwei rechteckige Matrizen 


bia big bu 


bai bas eee ban (m = n) 


Co 9 Wi, PL 


ügy gg zer, tid 


Oal Gar nd Ran bni ba SA Din 


nach Zeilen multiplizieren, so ist es erlaubt, in jeder Matrix k Spalten. 
mit lauter Nullen als (n + 1)t°, (n + 2)t°, ..., (n + k)" Spalte hinzu- 
zufügen. Dabei bleiben nämlich die Elemente (a, 5,) der Produkt- 
determinante völlig ungeändert. 

Im Falle m >n können wir durch Hinzufügen von m — n Spalten 
mit lauter Nullen die Matrizen quadratisch machen. Dann wird 
nach Satz 23 ihr Produkt gleich dem Produkt von zwei m-reihigen 
Determinanten, deren jede wenigstens eine Sram mit lauter Nullen 
enthält, also gleich Null ist. 

Satz 25. Multipliziert man zwei Matrizen mit m Zeilen 
und n Spalten, so ist die Produktdeterminante im Falle 
m>n gleich Null. 

Da wir den Fall m = n schon in $ 32 untersucht haben, bleibt 
nar noch der Fall m < n übrig. 

In diesem Falle ist das Produkt der beiden Matrizen gleich 
d z folgenden Summe (vgl. Satz 6): 


Gr, bi, ain bar, +++ Airy Dar 


> lan bir, Ar bor, ne Grm Dann , 


Apr bir, Gar, bar, or Amra Dar 
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d. h. gleich 
Ar Mr: ++ Oirn 
AIr, Ars : . 49 

(1) S| aai ta] Bin bin e bara 
Amr, mr: + mrm 


Jeder von den Indizes r,, f,,.-.,7„ nimmt die Werte 1, 2, ..., n 
an, so daß die Summe aus n” Gliedern besteht. Wir können aber 
von denjenigen Systemen r,, fp, -.., r„ &absehen, bei denen zwei 
Indizes gleich sind, weil ihnen verschwindende Glieder von (1) ent- 
sprechen. 

Die Glieder der Summe (1) lassen sich in Gruppen zusammen- 
fassen, und zwar wollen wir alle Glieder, die aus einem bestimmten 
durch Vertauschung der Indizes r,,r,, ..., r, entstehen, mit diesem 
zu einer Gruppe rechnen. 

Die Summe der Glieder einer solchen Gruppe läßt sich also 
in folgender Weise schreiben: 


| Aio, Glo ` - + Aion 
u Ù eh 
(2) > Ste Aan ; aen bio, bzo, ors men 
| Omo, Imor: >- Amom 


Diese Summe besteht aus m! Gliedern und o,, @,, - +, Cm ist 
eine F.rmutation von r, 73, +: +, "4.1 Die Determinanten 


m 
Aio, pr: + Alam Ar Gir, -Oirn 
Mo, Ror Aom und Mr, Rr, «++ A2r, 
On p, Omo- Amon Amr, Om: + + Amrn 


unterscheiden sich (vgl. § 138) nur um den Faktor +1 oder —1. 
Das Hauptglied der ersten Determinante ist in der zweiten mit 


dem Faktor 
12 .,..m\ 
sgn 
j! k Oa BAR He 


behaftet. Als Hauptpaarung zwischen den Systemen 1, 2,...,m 
und r,, far «+, ra gilt dabei 


172553 
LER N, 
1 Wir dürfen annehmen, daß r< fs <... < fm ist. 
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Die beiden Determinanten unterscheiden sich also um den Faktor 
sgn g Bei: a ‚und die Summe (2) läßt sich in folgender Weise 
Om 


0, Oee 
schreiben: 
Air, Uir,- e Ayı | 
; LR- sora 
Alr, Ar, + +» + dry S sgn | bio, PER PREE 
0 05205 


Qnr, mr: - Anırm 
Nun ist aber 


2 1 9 .o.s 2 
Sam fà Pei m) E ETR IR barn bon, barn | 


Or lze Om ; 
A ; 5 br, bar, b, ra 
Die Summe (2) wird also gleich 
Ur Gir, +: Oirn bir, bin ... birn 
Alr, Ar: Ar | ‚| Dar, dan ++: Darm 
, 


| Amr, Amra + + Amra bar Daun ... bar 
und (1) ist die Summe aller dieser Produkte. 

Um zu wissen, wie viele solcher Produkte es gibt, braucht 
man nur zu ermitteln, auf wie viele Arten sich unter n Dingen 
m(< n) Dinge herausgreifen lassen, oder wie viele Kombinationen 
von n Dingen zur m" Klasse existieren. 

Wir wissen, daß es 


a FRE n! 
m) min — m)! 


solche Kombinationen gibt. 

Satz 26. Das Produkt zweier Matrizen mit m Zeilen und 
n Spalten findet man im Falle m<n, indem man jede 
m-reihige Determinante der einen Matrix mit der ent- 
sprechenden Determinante der andern Matrix multipliziert 
und alle diese Produkte addiert. 

Das Produkt der beiden Matrizen ist also gleich dem Produkt 


zweier Systeme von ” Zahlen im Sinne von 8 30. Um das eine 


System zu erhalten, schreibt man die m-reihigen Determinanten der 
einen Matrix in irgend einer Reihenfolge auf. Das andre System 
besteht aus den entsprechenden Determinanten der andern Matrix. 
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835. Anderer Beweis des Multiplikationssatzes der Determinanten. 
Das Produkt der Determinanten 


air Ya Gin bir bia eee byn 


el e T ERA TT RT h E: bar bos + + + bon 


Qal n2 Es Oan bni Er Eade ban 


kann man durch eine (2n)-reihige Determinante darstellen, 
Entwickelt man nämlich die (2n)-reihige Determinante 


22,0. E E ER 
Ge a, EE A 
r P IE O EARE EE T N 
Cii 2 ++ Cin Òn dia bin 
T SA I T OR A 
Cal Caa t Onn bai basee Oan 


nach den n ersten Zeilen (vgl. § 19), so reduziert sich diese Ent- 
wickelung auf ein einziges Glied. Denn in den n ersten Zeilen ist U 
die einzige von Null verschiedene Determinante und ihr algebraisches 
Komplement ist 8. 

Die Elemente e,, können wir ganz beliebig wählen. 

Wir wollen nun alle c,, mit zwei verschiedenen Indizes gleich 
Null setzen, alle o,, mit gleichen Indizes aber gleich —1. Die 
(2n)-reihige Determinante lautet dann 


a. ei REE C 
o 00 


PAE, RE) o ES E PAN 


ni “n2 nn 

0. Or ON 
0 —1.,.0 b, da FR 
0.0... ld... 0; 


Addieren wir hier zur n+s)!® Spalte (=1,2,...,n) die 
mit b, multiplizierte erste, ferner die mit b,, multiplizierte zweite 
Spalte usw., schließlich die mit b,, multiplizierte nt Spalte, so bleibt 
die Determinante ungeändert (vgl. Satz 7. Andererseits hat sie 
nach dieser Umformung folgende Gestalt: 
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a] Gig e :& „Pi Pig Fra 


Osi Qag a, Piy Paa + Pan 
aai ang ee e Oan Pas Pane e Pun 
p E E Br A EESAN) 


E Ve ONEN E N 
; 10.00 a 
Dabei ist 

P, 7 tt F Grn One 


p,, entsteht also durch Komposition der r“ Zeile von X mit der 
s'“® Spalte von ®. 

Die obige (2n)-reihige Determinante entwickeln wir nun nach 
den n letzten Zeilen. Diese Entwickelung reduziert sich auf ein 
einziges Glied, weil es in den n letzten Zeilen nur eine von Null 
verschiedene Determinante gibt, nämlich 


ei 
RR ERTL N 
. . . Rt 
ur Of Anal 


Ihr Komplement ist 
Pii Pis ee Pia | 
Pz Piz ren Pon |, 
Par Pas * Pan 


Um das algebraische Komplement zu erhalten, muß man noch 


den Faktor 
(1jt+3r... tn taehrardY+..r2n 


hinzufügen (vgl. Satz 11). Nun ist aber 
1+2+..+n + +1) +nr+2)+...+2n 
=2(1+2+..+n+n”. 
Der fragliche Faktor ist also (—1)" und die (2n)-reihige Determi- 
nante, d.h. AB, wird gleich ” 
Pii Piz -+e Pin 
Paı a EO s FA K 


Pai Pag Ian Pan 
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denn (—1)”*” ist gleich 1, weil 


n? + n= nnt l) 
eine gerade Zahl ist. 


856. Anderer Beweis des Multiplikationssatzes rechteckiger 
Matrizen. 


Auch der Multiplikationssatz rechteckiger Matrizen läßt sich 
durch das in $ 35 benutzte Verfahren beweisen. 


Wenn die beiden Matrizen 


a Ag vr, ba ba Bi. 
Gy An nd Par Dan «> bau 
An Anz nd Ian E ta er ban 


zu multiplizieren sind und m kleiner als n ist, so bilden wir die 
folgende (m + n)-reihige Determinante 


0,202, 0 a A NO 
DE gt) a Ga >>: Oan 


RT 


GG o+.% 
De mi “m2 mn 
bi bee LO, 2 


DU BON ERED 


len SO 


Addieren wir zu der s'" Spalte die mit b, multiplizierte 
(m +1)'%, die mit d,, multiplizierte (m +2), ..., die init b,, multi- 
plizierte (m + n)“ Spalte (s = 1, 2, ..., m), so wird 
(a, bi) (a &) --» (a, d,) a ar :-- @ 
(a, h) (a 2 A (a; Pa) n “n A 
(an Ù 1) ( Am 1) (a, b) a ml On Oan 

OOT NO o.. 0 
0 \ RE an, R EEE S, T 


0 ES T S oa t Daalia I Das A | 
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Entwickeln wir nach den n letzten Zeilen, so ergibt sich 
(a, bi) (a, ba) (a, bn) 
D = (—17 (a, bi) (a, ba) -.. (ay bu). 
(ambi) (an b,) RE (a b, ) 


m m 


(—1)"D ist also das Produkt der beiden Matrizen im Sinne von 8 31. 
Wir können nun aber auf D, ohne vorher eine Umformung 

vorzunehmen, den Lartaceschen Satz anwenden. Entwickeln wir 

nach den m ersten Zeilen, so kommen nur die Determinanten 


Air, Air +++ Arm 


Mi A27, Ad, +- a?r 


m 


par, Omre >- Amım | 


in Frage. Dabei sind r,, r,,...,r, Zahlen aus der Reihe 1, 2, ...,n, 
und es jst ; 
Ein e AA S TA 

Es handelt sich jetzt darum, das algebraische Komplement 
von M zu finden. 3 

Um das Komplement K von M zu erhalten, müssen wir 
in D die m ersten Zeilen und die Spalten mit den Indizes 
mtr, mrs es m+r, streichen. Die m ersten Spalten der 
Determinante K lauten 


bia bis banz 
bin b, n 4 buns 


und in ihren n —m letzten Spalten gibt es nur n — m von Null 
verschiedene Elemente. Die Zeilenindizes 0,, 05, -- +, Opm dieser 
Elemente sind die Zahlen, die in der Reihe 1, 2, ..., »: stehen 
bleiben, wenn man r,, ys- 7, darin streicht. 

In den n— m letzten Spalten von Ä ist also nur eine 
von Null verschiedene Determinante enthalten, und sie hat den 
Wert (—1)'”""”, Ihr Komplement in X ist 


bir, dar, ++» bnr, 


Mies bin ban ... ban 


bir, born eoe bary 
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Um das algebraische Komplement zu haben, muß man den Faktor 
(—1Y hinzufügen, wobei 
oc=n+%+..+0,_, tm +D)D+m+2)+..+n 
Be K hat dann nach dem Larraczschen Satz den Wert 
ee air H 


Das algebraische Komplement AM von M ergibt sich aus K 
durch Multiplikation mit (—1)', wobei 


T=1+2+4..+m+m+n)Hm+rn)+..+m+r,)) 


so daß i; 
MM =(—1) "HMM 
ist. ; 
Offenbar wird nun 
os+r=m?+2(l H2+..+n), 
also - 
(lee = eV 2 (2% 


weil 
m? — m = m(m — 1) 


eine gerade Zahl ist. 
Auf Grund des Larvaceschen Satzes haben wir 


D= MM = (1 M M. 


Andererseits war aber (—1)'D das Produkt der beiden betrachteten 
Matrizen. Also ist dieses Produkt gleich AM’, d. h. gleich 


Air, Als +++ Al bir, bin ... bir, 


S Adr Ar, +++ Mra 5 bay, ba. ... born 
u ® 


Aur, Apr +++ Amra bar, dan ... Dar, 
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Siebentes Kapitel, 
Determinanten, deren Elemente Minoren einer andern sind. 


8 37. Reziproke Determinanten. 


Jedes Element a,, der Determinante 


| 

Ka, 05 | 
gt Gg | 
I 

Qar aaa ... Gt 


hat ein algebraisches Komplement 4,,, Um A,, zu erhalten, muß 

man in D die r" Zeile und die s“ Spalte streichen und dann mit 
(— 1/"** multiplizieren. 
Die Determinante 

| 4, Ais sig Ain 


Ai Bi Ay 2: Aan 
ee A 

nennt man die zu D reziproke Determinante. 
Man erhält also zu einer gegebenen Determinante D die rezi- 
proke, indem man jedes Element von D durch sein algebraisches 


Komplement ersetzt. 
Multiplizieren wir D und 4 nach Zeilen, so ergibt sich 


220.220 
ee 0D...0| 
0407,.,5D 


In der Tat ist 
a,i An AN a.s d, +e + Ora A,n 
im Falle r= s gleich Null und im Falle r =s gleich D (vgl. 8 20). 
In der Produktdeterminante sind daher die Hauptelemente gleich D 
und die übrigen Elemente alle gleich Null. Sie hat also den 
Wert D", so daß 
D4 =D” 

ist. ; 

Wenn D nicht verschwindet, so folgt hieraus 


4 pn pi 
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Satz 27. Die E einer von Null verschiedenen 
n-reihigen Determinante ist ebenfalls von Null ver- 
scehinden. Sie ist nämlich gleich der (» — I)t® Potenz 
dieser Determinante. 


$ 85. Die Minoren der reziproken Determinante. 


M sei ein p-reihiger Minor von J(1=p<n) Seine Zeilen- 
indizes seien 7, 79, +.., rp, Seine Spaltenindizes s,, sp, ..., Sp 
Mit Ois O3 -+:; „p wollen wir die Zeilenindizes und vor 
Gy) Gyr ++." Gun, die Spaltenindizes seines Komplements M’ be- 
zeichnen. Jedesmui sind die Indizes nach zunehmender Größe 
geordnct: 

Wenn wir in A die Hauptelemente von M’ durch 1 ersetzen 
und allo übrigen Elemente in den Zeilen @,, Yy, +++, @,_, durch 0, 
so entsteht eine n-reihige Determinante A, die gleich M ist; 

e hat den Wert 


& ER BR INA NED. 


Entwickelt man nämlich A nach den Zeilen @,, 0g: +++, Pip SO 
reduziert sich die Entwickelung auf ein Glied, weil in den ge- 
nannten Zeilen nur eine von Null verschiedene Determinante vor- 
handen ist, die den Wert 1 und das algebraische Komplement &M hat. 
Wir wollen jetzt 4 und D nach Zeilen multiplizieren. Dann 
läßt sich von der Produktdeterminante AD folgendes sagen: 
In den Zeilen r,, 7%, -.., 7, sind die Hauptelemente! gleich D, 
weil 
Aa Aa ar a, A,a bet a, A kz D, 
alle übrigen Elemente aber gleich Null, weil im Falle s = 7 
LAER Ea A,s +..+ ande = 0 
ist. 
Die Elemente der Zeilen @,5 04» +, Cn—p in AD lauten 


Ma, Q2 0, + an 


Ale A? o, -e Ono 


Gi onp Moy-p* + Anan-p' 


JD wird also nach dem Laruacgschen Satze gleich 


1 Ðas heißt die Elemente mit gleichen. Indizes, 
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a Tr m ze rm 


Qo, a 09,0; Er Qon- por 
pr | fnnu Cero -+e lerpo 
Qo, on- p Oorcu-p TUE Ipn-pon-p 
oder, was dasselbe ist, gleich 
a, o; lo, oz ae Qoran- p 
D? Una Oor og -> Ayean-p 
Qon- po in- po she Oon-p n-p 


Da J =&M war, so ergibt sich im Falle D ungleich Null, 


o, o, Ay, aa zoi üe On-p 
M= pr! Oyra, laya ... oon- p 
lon- po Qon- ph la, Qon- pon-p 


Bezeichnen wir mit M dən Minor von D, der dem Minor M 
entspricht, A. h. dicselnen Zeilen und Spaltenindises wie M bat, so 
übt sich die obige Formel auch so schreiben: 


Monty, 


Dabei bedeutet JZ das algebraische. Komplement von M in der 
Determinante D. 

Satz 28. D sei eine von Null verschiedene Dotermi- 
nante und A die reziproke von ihr. Ist dann M, ein 
p-reihiigor Minor von 4 und M der entsprechende Minor 
von 2, so unterscheidet sich M von dem algebraischen 
Komplement von M nur um den Faktor D’! 

Wir können auch sagen: 

Das algebraische Komplement von M’ BUSETARDBICRL 
sich von M’ nur um den Faktor Dr=!, 

JM ist das Komplement von M, also der Minor von D, der dem 
Minor M’ entspricht. 

Die algebraischen Komplemente der Elemento von 4 sind hier- 
nach gleich den entsprechenden Elementen von D, multipliziert mit 
dem Faktor D""® Die reziproke Determinante der Reziproken ist 


also wieder die ursprüngliche Determinante, nur daß alle Elemento 
den Faktor D"-? erhalten haben. 


— o o e a a aaa 
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$ 39. Die Reziproke einer verschwindenden Determinante. 


Wir haben bisher angenommen, daß D von Null verschieden 
ist. Jetzt wollen wir den Fall D = 0 erledigen. Und zwar beweisen 
wir folgenden Satz: 2 

Satz 29. Wenn eine Determinante gleich Null ist, so 
hat ihre Reziproke entweder den Rang 1 oder den Rang 0.- 

Wenn D= 0, so ist der Rang von D entweder gleich n — 1 
oder kleiner als n — 1. Im letzten Falle sind alle A,, gleich Null, 
d. h. die zu D reziproke Determinante hat den Rang Null. Im ersten 
Falle haben die linearen Gleichungen 


in t aty tH.. tH anta =O, 
at aut: E, EA 
(AE. +9: A E a AE AE Al 
nur eine unabhängige Lösung (vgl. Satz 21), aus der sich jede andre 
. durch Multiplikation mit einem Faktor ergibt. Diese unabhängige 
Lösung sei 
m= Bo 3=B,..,„, %=B,- 
Dann läßt sich jede Lösung in der Form 
IB, ABS. 2; 
schreiben. Nun ist offenbar 
AAN, a Are (Pie IB) 
eine Lösung unseres Systems. Also gibt es eine Zahl A,, so daß 
man hat 
4, gy 4A, B; Ars Be A, Bz» ne | Anm A, B, 
Die n? Elemente A,, der reziproken Determinante drücken sich somit 
durch die 2n Zahlen 
P ERE OOE E und S AAE E A 
in der Form aus 


A, = 4, B,- I e h 
Daraus folgt, daß alle zweireihigen Determinanten 
Ar 18 Ar, 
Ans Ann 
gleich Null sind. Eine solche Determinante ist nämlich gleich 
Ar, Ba, Ar, Bu, ren B, Bu kyi 
4a Bi, An Ba B, Bu 


KowaLegwsKI, Doterminanten 
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. Die Sätze in 8 37 und $ 38 gelten also auch im Falle D = 0. 
Denn iu der Matrix der reziproken Determinante verschwinden dann 
alle mehr als einreihigen Determinanten. 

Daß die Sätze 27 und 28 im Falle D= 0 ihre Gültigkeit be- 
wahren, können wir auch aus den Betrachtungen in $ 15 entnehmen. 
Ersetzen wir die Hauptelemenie a,,, Gyas - » -, @,, durch 


1 
een + (p=l, 2%...) 


so ist D von Null verschieden, sobald nur p genügend groß ist. 
Dann also gelten die Sätze 27 und 28. Lassen wir nun p unbegrenzt 
zunehmen, so ergibt sich mit Hilfe von § 15, daß unsere Sätze im 
Falle D = 0 bestehen bleiben. 


at aa + 


840. Die reziproke Determinante eines Produkts zweier 
Determinanten. 


Wir wollen die beiden Determinanten 


Ya, bir dia +++ din 
Gy Agz + Ggn und bai dag -ee Dan 
i Ay Ana urn Onn bii baa ARE dan 


miteinander multiplizieren, und zwar nach Zeilen. 
Um zu der Produktdeterminante 
| (a, b,) (a, b) - - - (@ ba) | 
(a, b) (a; ba) - - - (a, bp) 
| (a„b,) (a,b,).. - (a, b,) 
die reziproke zu bilden, muß man das algebraische Komplement 
o,, von (a,b,) aufsuchen. 


(—Iytre,, ist das Produkt zweier Matrizen, die man erhält, 
indem man in der Matrix 


Qi Aisee Aa 
Oal Agp + lon 
00... 


die rt Zeile und in der Matrix 
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EN 
21 bas 2 bs n 
DR 


die st° Zeile streicht. Dieses Produkt kann man aber nach 8 34 
auch durch Komposition der (n — l}reihigen Determinanten beider 
Matrizen gewinnen. Die (n — 1)-reihigen Determinanten der ersten 
Matrix lauten: 


(DnA S CE Paint FASER TEL E Ak 
die der zweiten: 
ker h+!B, Nee DS Biz a Ay B,» 
Das fragliche Produkt wird demnach gleich 
E DEERAS B, A> 4,3 B, teost Arn Bun) 
und e,, gleich 
Ar Bnat 4B ate o +4. Bun= (4,2). 


Man erhält also die Elemente e,,, indem man die reziproken 
Determinanten der beiden gegebenen nach Zeilen multipliziert. 


§ 41. Das Theorem von SYLVESTER. 
Wir wollen die n — 1 letzten Zeilen von 
a ET RE 
Aw T AR KA 
E AE BEN E 
mit a,, multiplizieren. Dann erhalten wir (vgl. Satz 5) 
a aia ar An 
ary! A= iin Hr ar O und 
Ait Anr Gyr Ins ee Ay Ann 


Subtrahieren wir jetzt von der zweiten Zeile die mit a,, multi- 
plizierte erste Zeile, von der dritten die mit a, multiplizierte 
erste, ..., von der nt" die mit a,, multiplizierte erste, so ergibt 
sich (vgl. Satz 7) 

6*r 
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aji aiz u Gin 
ayl A= O aii ays — Qa Gy -o Gri lyp — O n Ao 
0 ana Oia Onl ° Oi nn Un Ona 


d. h. (vgl. Satz 14) 
Gy Azz — Oig ors -e A lan — in Aa 


ar 


a pe 
11 A= hi 


Ya ha Onir Hr rlnn Ha | 


Im Falle a,, ungleich Null folgt hieraus 


ii Aog — Aja Qars Air Ogg — Oig Majs nn rn Ay Oon — O n Aar 


1) ar24= ae aiz SIA SERES MERTEBE ONEA 
(1) ar ; 


i1 Anz Ya a Gir faa Hr Oir Onn en Mna 


Die Formel gilt aber auch für a, = 0.) Dann wird nämlich 
die rechte Seite gleich 
Qai Ory + + + Oar 
(E Na maa. a mE Am 


n ER 


Im Falle n > 2 sind also in (1) beide Seiten gleich Null. Im 
Falle n = 2 reduziert sich die Formel (1) auf A = A, wenn wir af, 
durch 1 ersetzen. 

Die Elemente der Determinante rechts in (1) sind die zweireihigen 
Minoren von A, welche a, als einreihige Unterdeterminante ent- 
halten, oder die zweireihigen Superdeterminanten von a,» 

Setzen wir zur Abkürzung 


M fs |= D., m AS 
9,1 a, 


so läßt sich Formel (1} so schreiben: 


bas bzs nii ban 


(1) any? A = bza bag aA 
baa baa EE Din 


1 Mau kann sich hiervon auch dadurch überzeugen, daB man zuerst 
a #0 annimmt und dann a,, nach Null konvergieren läßt, 
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Auf die Determinante 
Oss bag des bo n 
Bee 
BD 


können wir wieder die Formel (1) anwenden. Setzen wir 


bao b. 
ya ri er E ERE E 
so ist ; 
Ps Bi en Pan 
(2) bn’B= Pas Bas: Ban 


Bas bns re A, | 
Formel (1) liefert aber, angewandt auf die Determinante 


Hau 
0, =| 9, GG, Ned, Ah, 

Qai 4,5 Ars 

die Glaichung 
by, bs, - 

“i Ore = t a en Br. 
so daß (2) folgende Gestalt annimmt: 
z Os asn 


ag Ar G, -3| Og Ca ++ 0 
biz? B = an7?) 95 Caa etlam 


Cag Cnt Ve Onn 


` Hieraus ergibt sich unter Beachtung von (1) 
Cag Ogg = Ogn 
(2) l bn=3 A a Ois Cis ... Oin 


0n3 Cne >*t Oan 


Hierbei haber wir a, +0 angenommen. Die Formel (2) gilt 
aber auch für a, = 0, wie sich sofort ergibt, wenn man a, nach 
Null konvergieren läßt. 

Die Elemente der Determinante 


O33 Csa » e Can 


G= | ds Cas -e Can 


Ons Cna © + Can 
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sind die dreireihigen Superdeterminanten von 


b > | Tia tiz 
| ai ta | 
Man kann hiernach folgenden Satz vermuten: 
Satz 30. Die aus den (h -+ 1)-reihigen Superdeterminanten 
von 
4 Aza 


By EEEN A 


Ahi Ona eee Ohn | 


gebildete Determinante ist gleich 


Ya, |n hI] aa, ...0, | 


[j 

|an a = Siia GO a9, (lsSh<n). 
| . . - . . . . . . . 

| 


%ı nae ee Oan Ani Ona e Gun 


Um sich von der Richtigkeit des Satzes zu überzeugen, braucht 
man nur zu beweisen, daß er richtig bleibt, wenn man A durch A+1 
ersetzt (h < n}? Das geschieht aber in folgender Weise. 

Setzen wir zur Abkürzung 


Or hse Anri, 
Ee T Ae T GT 
UAA DE T E AT an r, eshti... n, 
Ohr Taze Ohh Oha 
Ori Orge e Orn Ora | 
so lautet die Formel des Satzes 30 
Dans Durı,nıa ene Orita 
(3) bitza EE " Öars,n 
bahi baag a Din 
Gy... , In h-1| a,%::..%, 
z | Cai Ang «Ay, Gy Gia ln |, 
Gy ya rn Ay ad: | 


! Für A = 1 und % = 2 gilt der Satz. 
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Nun ist aber 


bryan bigint Örtn B B 
b » b h+2,n42°""Pn+2.n 
E AEE h2 htl Oht ht2 tt htn | 
h+l,h+1 r SE H 
b b b EAR Ad Bi 
mhl Onıa+2 tt Yan 


Dabei hat fp. folgende Bedeutung: 


b b 
RU e ee PE A A I ATEA 
b,,n+1 b,, 


Wendet man nunmehr auf die Determinante 
a A ++ Gay üis | 
GETI Mg oee OS hti Aas 


Oitia hti e htl a1 hte 


Oa a ren i 


den Satz 30 an, so ergibt sich 


en 
Gy. Ag eee Any aa. 


41,1 n+1,2°° ES E ES Yurı,a 
Ba 20, 
ni Tha h = A 2 

` rı r2 SELL „Ah+l rs 


Setzt man also 


HM Ga ese a4 üis 
Qa Gag eee Oai KET 


= ns=h+2,...,n), 
Oiti arı,2° htl htl htl 
a, apg AP %,n+1 a, 
so wird 
Biassars ET Ayy:-Qy nal) 
. . . . . = . . . . 
Baris E N EN ara e dan 


Die Formel (4) liefert also unter Berücksichtigung von (8) 
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A OAr9,n42 hth’ htn 


On+3,n+3 n+3,1+3 °""On4+3,n 
. . . . . .N 
Dnra Omar ln 
N) 
Gr. ar Ag IR TRE Ta 92 T 
a A E P + Clar EEA 6 
] Ohtla Ara htl htl | I Ani Aug e ee Oan 


Dies ist aber der Satz 30, nur daß A durch A + 1 ersetzt ist. 
Wir haben hierbei angenommen, daß 


Gii higen | 


l 
Oai lag ++ loh 


Ohi ha -Uhh 


ungleich Null ist; denn es wurde durch 


CAN A A aa e! 


oj zg e A 


2A 
SAIR a rate Ohh 
dividiert. 
Ersetzt man @,,, @ys, -+ @,, durch 
1 1 1 
Mur pi + pe e2 Ohn ar P 


und läßt p die Folge 1, 2, ... durchlaufen, dann ist bei genügend 
großem p 


1 | 
G t p ig Aia 
, 1 
Qy a F ry Aan 
1 
Ahi Gt p 


vòn Null verschieden,®so daß also Satz 30 anwendbar ist. Bei der 
Ausführung des Grenzüberganges hat man sich auf $ 15 zu stützen. 
Es ergibt sich dann die Allgemeingültigkeit des Satzes 30. 

Für den Falln=h-+2 ist das Syuvestersche Theorem ein 
Spezialfall von Satz 28 in § 87. 


Bu, —- 0 


Geründerte Daanann 


& 42. Geränderte Determinanten. 


Von der Determinante 


Qi Ya hund 
nd Q,, G < Ay. Do 
R = 
Anı ana YLS Onn Ta 
X i Yı Ya Yn Z 
sagen wir, daß sie aus 
Qi g-e an 
PR A ea A 


G,, 4 ...G 


nl a2" 


durch Xänderung entstanden ist, und nennen sie eine geründerte 


Determinante. 
Die Determinante 


Solche Determinanten traten in § 41 auf. 


a, A: nT Da | 
Gy] Ayo +» 3 A a | 
V a 9, u, AR Tal Tas 
Yii Yis -e Yin %1 Tis 
Yoi Yaa * + -Yan Žor ag 


entsteht aus A durch N Ränderung. 


Rändert man die 


Determinante A p-mal, so ergibt sich 


Cat En ETN 


Ay og . 


Anl Ans 


Yn > s 
| Ya In ds 


Éi Ypi Yp’ 
Wir wollen zuerst die 
trachten. 


E AE OET 
i> Can Tas Big ao N Dag 
e Ann Zal Unger + Dap 
‘Yin ii 2°" Fip 
"Yan "si Pas ug, 
Yon %pi Fr: App 


einfach ende Determinante be- 


Entwickeln wir R, nach der letzten Spalte, so erhalten wir 
R, le Erw, Yy +34. 
Y, entsteht aus R, durch Streichung der letzten Spalte und 


der „!m Zeile. 


Bezeichnen wir mit M,, das Komplement von a, 
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in A, so ergibt sich durch Entwickelung von Y, nach der letzten 
Zeile 


n 


Y, ea erg, Way? 
so daß 
R = > DeRrEnr an) E Y +24 


ist (u, v=1, 2, ..,n). 
(—1)jetr U, = Ar 


stellt das algebraische Komplement von «a,, in 4 dar. Wir können 
also auch schreiben 


R=z4- 4A,20,4, mr=lh2,...n. 
ar 


Wir wollen von dieser Formel eine Anwendung machen. Nehmen 
wir an, daB A= 0 ist. Wie wir aus § 39 wissen, lassen sich 
dann 2n Zahlen A, A,,..; 4, und B, B,,..., B, so wählen, 
daß man hat 

An, =Á N B,. 

Hiernach wird 


Ri == DA B, 2, Y, 
d. h. ; Fark, 


R aa (È 4, 2u) (È B,v,). 


Es gilt also folgender Satz: 

Wenn in einer Determinante das Komplement eines 
Elements a,, gleich Null ist, so zerlegt sich die Deter- 
minante in zwei Faktoren. Der eine ist linear und homogen 
in den Elementen, die mit a, in derselben Zeile, der 
andre linear und homogen in den Elementen, die mit a,, 
‚in derselben Spalte stehen. 

Bei der p-fach geränderten Determinante R, behandeln wir zu- 
nächst nur den Fall, daß alle x gleich Null sind. 

Wenn p >n ist, reduziert sich die Determinante 


Gr EEN ia, 

Ag] Agg er + Ay, Toy Tog + + Dop 
ni BE Ba A 
> 


” 
Yir Yia- 40 0.0 
Yaı Yan Yan 00.0 


| es 
| Ypi Yan“ Yan O 04353520 
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auf Null. Denn alle p-reihigen Determinanten, die in den p letzten 
Spalten enthalten sind, verschwinden, weil sie wenigstens eine Zeile 
mit Jauter Nullen aufweisen. 

Im Falle p=n» ergibt sich durch Entwickelung nach den 
n letzten Spalten 


re | | Yıı Yiee Yia 


l 
AT ERE 7 Yoy Yaa e- Yan 


K, =æ £ 


| Tal Cno Tan Yal Yne ` * ° Ynn 
Dabei ist (vgl. $ 18 u. 19) 
8 = (—1)i+?+ tnt tOta D+. tn, 


d. b. 
è` (— 1)r27+ Pan (— 1% 
Nun bleibt noch der Fall p < n übrig. Die Entwickelung nach 
den p letzten Spalten liefert 
lo 1 aa 2 EELE 
Trt Tr, 20e Tr, p 


>(- nt trp tati. Hata) Er, 1 Lr? ++ -Trap | | en-p1 Fon-p2 rt" fen- zul. 
|- S Yıı Hs Yin 
[Kr pi Dep. Typ 
Ypi Ya Vin 
CHE TIEREN 7 sind p Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... n, und es ist 
<<... <r, Streicht man in 1, 2,...n die Zahlen 7, 
Tas ++, Tp» dann bleiben @,, Q3, -+ On-p übrig. 
Entwickelt man jetzt 


o, 1 Qo, 2 -Aon 


Qon- pi lon-p? ... Apn- gr 
Yır Yis + Ya 
Ypı y Yp: N Ypn 
nach den p letzten Zeilen, so findet man 
S- 1)nt +9 +n-p4ilr.. +n 


Yin Yin. -Yia | R N E 
Yo VIn * Ya loro, Qoro, ->e Doron-p 


Ynn Ypa You Ampoi Spn-par * ' * Maag an-p 
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Sp Sas eea 3p (L<. < Sp) Sind p Zahlen aus der Reihe 


1, 2,..„ n und o,, Oz, ..., o,., bleiben übrig, wenn man in 1, 
2, ..„ n die Zahlen s,, s4, ...„ s, Streicht. 
Qo, m 9, 0% ST Qo, "n-p 
(Inte tptrat. tsp Coso Coros -ee gan 


Q on-po Gon-p% EIER Gon-p n-p 
ist, das algebraische Komplement von 
Ara un: Grap 


Grys, Qr, DRE Arsip 


ann a * Arpep 
in A. Wir wollen diesen p-reihigen Minor mit 


Ar, Tarp 
Mhr.. tp 

bezeichnen und sein algebraisches Komplement mit 
UE EEEE 


Da 
Rr+l)+...+R+p)+n— ptHl)+... n= pn +l) 
ist, so ergibt sich schließlich 
Et der Drp) | Yin Yin- Yisp! 
| nl Tng oe T Vn Yn +: + Yzep| Arn. 
N a = ee Ea 
Trpi Try? - -Drop Ypa, Ypn' Wai 
Zum Schluß betrachten wir noch die zweifach geränderte 
Determinante 
ti ee 


R, == 9%: Aann Tag 
Yii ee Yin Aa Ma 
Yar > + “Yan Žar Zaz 


Die Glieder, die kein x enthalten, sind im Falle n > 2 zu- 
sammen gleich! 


1 Im Falle n = 2 ist 2, =1 zu setzen. Im Falle n < 2 gibt os kein 
Glied, das von den z frei ist. 
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| Bni na| | Yin Yini - 
> ima Tee 
Um die übrigen Glieder zu finden, entwickeln wir nach den beiden 


letzten Spalten und lassen alles fort, was mit keinem z behaftet ist. 
Da finden wir zunächst 


Ja Xl Aa | 


Zor Zaz | 
außerdem aber noch eine Summe von Gliedern, die nur ein einziges x 
enthalten, 

Will man z. B. die Glieder finden, die z, und kein anderes x 
als Faktor enthalten, so braucht man nur in R, diese andern v 
gleich Null zu setzen und in der so entstehenden Determinante 


Qiie- An %ı Us 


Ca a aa Onn Tn Taz 


Wie Yan O 
AS Yan 0.0 
das algebraische Komplement von %, aufzusuchen. Dieses lautet, 
mit x,, multipliziert, 
ine) 
rt 


x 
a1 nn Bng 


; | Ya ee Ya 0 
.Die Summe der Glieder, die z,, und kein anderes x als Faktor 
enthalten, ist 
en 


% 
22 Onl’ + Onn Dal 
O EEN 


Die Glieder, die z, bzw. %„ und kein änderes # als Faktor 
enthalten, geben zusammen 


a ni Oi -ii Pe 
#1 la an, an. = ti TA EE TE 


BI nn "nl 


Ya ++ Yan O Wiee Yin O 


94 Geränderte Determinanten 


Die vier letzten Determinanten können wir nach der letzten 
Zeile und letzten Spalte entwickeln und erhalten dann bezüglich 


— 211 D Au. D,a Yis 
2 24,21 Nie 
ka Sd, i ri Yaar 
+ D 4A, pa Via 


Diese vier Ausdrücke haben eine Summe, die sich so schreiben 
läßt 


0 Z, Trg 
D Ana | Yo %ı A 
Yas Far Zaz | 
Setzen wir statt 4,, der Gleichförmigkeit halber 
Az, 
so ergibt sich für R, folgende Entwickelung: 
f 0 0 Lr, 1 Tr? 
R, = %ıı Mg Zee 54 O 0 il 
+34 y,% + An heat 
a| Zar Kaz AEE T hr Yin Yini Zi 


Yas or Voz 
ETH Yu KTI Zay 
Hiernach kann man voraussagen, wie die Entwickelung von R, 
aussehen wird. Sie wird lauten: 


0 E A 
R = na ns +54 Yi hie ip 
7: Kir E A ET er 
pl "pp 

| 

DER 0.7070 mr 

Dane u 0: :0:,0,. aE y 

TE 0.0.0, Way 


+ 3dn Yis Yin Ai eip + 3Arnn 


HH Yin Yin Yini Yin 


Ypa Yonkpı + Ryp 


SE en arte 
Im Falle n=Sp ist für 


YpaYpnYpa Spi -pp 


1 zu setzen. 
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Die in der Entwickelung von R, auftretenden geränderten 
Determinanten sind Null, sobald ihre Reihenzahl größer ale 2p ist. 


Setzen wir 
%ı %2 Mn 
RE x 
Zum 1221, 038 sp|, 
1 pr Žp2*** %pp 
so wird 
O 1:0, | ha e Ns 
y e % . » . ». . I 
Sr 1? |= x x = — D Zo Tro Yers 
je . . s 2 PNE pp Ipe o 
RAIN Ltr, O 
ferner 
0 Ne np hree ip Yin Yin 
050 DT er Day a Tr) 
q y % = | pt Žpp You Yps 
Yin Yla“ Mn 
RE Be re Trie np 0 0 
Ypa, Yon pı : * + %pp ER E SR E 
Tr, $ 
Pr S Zoe i Tr, os Yo, 1 Yor s 
Os | Tryo, Tra as Yoors, Ya 


usw. Hiernach ist 


R, „= AZ 24 2 Tro Yos + > Ann Z Q1 Q2 er AA er 
ah 0% Tr,o, Tr, os Yora Yors: i 


Trio, Tr, os Tros Yorn Yo, ss Yor as 
` u 
a > Annn Zr 60a Treo, Drog Dros Yorn Yost: Yarsı + a da a 
LET 0,040, 
Mae" Tryo, Gryo, Cryo, Ya Yorn Yom 


Die r, s sind Zahlen aus der Reibe 1, 2, ..., n, die ọ, o 
Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., p, und man hat r <r,<..., 
CE EET 0%, <<.“ OPLO.. 

In dieser Form läßt sich die Formel leicht verifizieren. Man 
teilt die Glieder der Determinante R, in Klassen, je nachdem sie 
einen Faktor z, zwei Faktoren x usw. enthalten. Die Glieder einer 
solchen Klasse liefern dann immer einen Bestandteil der obigen 
Eutwickelung. Die genaue Durchführung dieses Beweises überlassen 
wir dem Leser. 
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$ 43. Andere Berechnung von R,. 


——— COE 


Mit A,, bezeichnen wir das algebraische Komplement von a, , in 


%ı Yan 


a en 


Aal An e e e lan 


und mit Z,, das algebraische Komplement von %,, in 


ar ose% 


1p 
g= | n Ža fop 
| #p1 Xnr "App 


Multiplizieren wir 
ag AIR DASA E Feen E EAE ris] 
Gy Ggg ..» Tan Fin Tog ee Bap 
Bes mı na'e lan Tni Yna’ -e Cap 


Yii dıa + Yin Zn Mar 


Yn Ia: "Yan en Zag e e Zap 


I: Yı PER Yon? 'pl oz .. pp 

An An 40:00 

A 4 000600 
Aa AA A 00‘ 
A EE R Eo AI] 

E AE EAE S BE T 


mit 


; ; 0 SOCR Ona 

so ergibt sich 

A N Di Tyge Tip 
A 


0 0 FT Ya 
mi 0 RN u Cai Ing: ap 


PT MA) an) (AN) ha Gap 
(dh v) (d, n): (An Ya) Zaj Zap -eip 


(4, y) (4, y: (Ay Zyl Ang ale App 
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Dabei haben wir 


DA, er (A,y): 

gesetzt (r=1,2,..„,n; k=1, 2, ...,D2) 
Multiplizieren wir jetzt noch A"! R, mit 

10.2000 

05830700 


=, 


REINE ce Land ie 0 0 
ERTL AT RN AB 
0:0: 02 Bi BAR 


Zei 


0 0...02, 2. Dep 
so erhalten wir 
A O... 0 (a)n)... (2,0%) 
der SEN (A Ta) (2,2%)... (2,%) 


ED Ai ee 

Ar-1Zr-1IR = 2%) n pn 
j (Ay) May) (A, % Z C ETENEE t) 
M n) (4, Y)» M, un EP RER) 


(4, Yp) (45 Yp: Am) Bez 
De Tro = (Zr £) 
e 
gesetzt ist (r = 1, 2, ..., n; k= 1, 2, ..., p) 


Wir wollen jetzt Ar-1Ze-!R, nach den n ersten Zeilen ent- 


wickeln. 
Ein Minor, der die Zeilenindizes 1, 2, ..., n und die Spalten- 


indizes \ 
te Fa Dt ntk NH 


wobei 


hat, wobei 
lEn <n<..<n,er 
und 

LEk <k i k Ep 


ist, läßt sich so schreiben: 
| (Zu, Tr, Ju (Ze Zn) 


RA sn) 


E A"7e 


KowaLewski, Determinanten 
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3, ++, 7, Sind die Zahlen, die übrig bleiben, wenn man in 
der Reihe 1, 2,..., n die Zahlen r,‘, r,',..., r„-, streicht. Für & 
gilt die Formel 


N A 


e= (= 1t anot nike tT nepn 
Das Komplement des obigen Minors ist in den p letzten Zeilen 
enthalten und hat die Spaltenindizes 
PSaren Tos Bekr ntk a n t Kon. 
k’, k’, -... kpe bleiben übrig, wenn man in der Reihe 1, 
,.-- p die Zahlen k, %,, ..., Ko streicht. 
Das fragliche er ist also gleich 


I (An, Yu) x «+ (Ar, Yk) 


1) 


€ Zr-e 
(An yn).: gen vy) 


und 
E (— 1e) t. tpt +. tpo, 


Um das algebraische Komplement zu erhalten, muß man das 
Komplement mit 
e = (— 1jlt- tnt t tragt art. ++) 


multiplizieren. 

Man bestätigt leicht, daß 

8 = (— 1)e 

ist. Nach dem Lartaczschen Satz hat man also 

Ari Ze R, es 
(Zu, N: ` « (Zi, n) (dn Yu) +: (Ar, Di 
D»(-he TLA doa nr: pira 2 
| (Za 2,,)-- A A .) (Any, N je: otko ) 
Nach § 34 ist 

ai ` (Zx, 7n) | 


(Zum, ne, Tro ) 
gleich 
An = eo] 
RR | i E ISE 
also gleich £ Voe er! 


I 
| Zane Zur, PATER 
En 


T% 
Zuurer Digi Re 
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- Ebenso ist 
Wehe $ 
(anm Te 
gleich 
Ani. Ann 


` Ari» Aron 
also gleich $ & 


Ara Ann, 

/ f Ar, Rom Aro g 
Da nun 

And, 

! 

er 8 

Ar RB g | 

pue e- (a 

und 
Zun ee Dit, 


f Zeph . Zn ' 
ist, sọ finden wir 


n-e g? | (Zu Eri) + (Zro 2m) | 
F hoa u TER ETA A 
(Zn, ar): <- (Zr, ®,,) 


2 ar! gr- S- DeAn... Zi. ig 
ss 


EAE nn 


A el! 


= 7em VAE 


Trh un. Trito Yk, s a IR 


- (Ar, Yn) 


SP: T 


’ 


Yan“ Yun, 


Yk, as "Yr, g 


Ami d,.. 


RR 
i 


~ m’ 


his 


S 


(Ar, Yk) . 


Ain Hi) | 
a 


(Ar) 


SU IR) RE, “Yigg 


eg 


Setzen wir dies in Gleichung (1) ein A ‚dividieren durch Ar-! Zr-1, 


so ergibt sich die Entwickelung, die wir in § 42 fanden. 


Der Fall” 


AZ= 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung. 


8 44. Zweiter Beweis des Sırvesterschen Satzes. 


Unter Benutzung von § 42 wollen wir jetzt den SYLvesterschen 


Satz noch einmal beweisen. 
Wir setzen 


| ER 
| ani 9a ° 


| Qi tge: 


| Cai zs » 


| 


q% 
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und bezeichnen mit M,, das algebraische Komplement von a,, in M. 
Dann ist die geränderte Determinante 


9 92-5, 4, 
Ag Ozz -> e Aan a, 


b = r,s=h+l,...,n) 


rs 


Ani Chae e Ohh Oha 


Qa T R Ors 


nach 8 42 gleich 


Lian N 
i 
a,M— > PL FR PER 
0 


Das Produkt 


| 
biti ati E? ntin | 


ARE 


können wir durch folgende n-reibige Determinante darstellen: 


EEO O aaa hr EA aan ee | 
Ghie Ohh Ohaa Orn 


ON TORE er aa 
se 
Wir addieren in dieser Determinante zu der (h -+ 1jte Zeile 
die mit Say+1,. Mio multiplizierte erste Zeile, 
die mit Suse, Mz, multiplizierte zweite Zeile, 


die mit Day +1,. Mu. multiplizierte A'% Zeile. 
Ebenso addieren wir zur (h + 2)t" Zeile 

die mit Da, 42,. Mio multiplizierte erste Zeile, 

die mit Da, +2,. M2s multiplizierte zweite Zeile, 


die mit Day+2,, Mi, multiplizierte A Zeile. 


Ähnlich machen wir es bei den folgenden Zeilen bis zur n‘, 
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Nach dieser Umformung, die ‘an dem Wert der Determinante 
nichts ändert, steht an der Stelle von b., 


a,,M. 
Die h ersten Elemente der r!® Zeile (r = k + 1, ..., n) lauten: 
2 Q,1 üre M, poe >> Qon dro M, go’ 
Nun ist aber von den Summen 


Ddoi Mos (e=1,2,...,h 
g 


nur die erste von Null verschieden, und zwar gleich M. 
Ebenso ist‘ von den Summen 


Daz M oo (= 1527 90%, A) 


nur die zweite a M, während die übrigen verschwinden, usw. 
Daraus geht hervor, daß 


OR 
> 0,1 aro Myo Ma, , 
Q0 

a 
> 4,2 Ara Mis so Ma,s, 
0,7 


2 Ggn Ira M,o Ian Marn 


ist. Unsere n-reihige Determinante lautet also 


a rl ahl en 

Ghi AI T hhi e ya 
ru: .Ma,;,, st nyie Margin 
Ma, ... Ma, arg 14 MM. 


und ist gleieh 


Qil An ++- Gy 


Mr-n| i Tsa © > + Osn 


Andererseits war die n-reihige Determinante gleich 


Duauayı 
M 


b 


mhl aos i 


htl, n 
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Im Falle M +0, ergibt sich somit 


| di da +++, 
A+ln | 
= Mn-n-1| 09 Ga: 


ER EEN 


b b 
CE ET 
| ang ya An 


Diese Formel gilt aber auch im Falle M= 0. Um das zu er- 
kennen, braucht man nur aj, Gys +++, @,, durch 
1 = 
p’ ae ara t p 
zu ersetzen und p die Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen zu lassen. 


1 
PERRET Gr 


845. Dritter Beweis des Syıvestuuschen Satzes. 


Betrachten wir die zu 


Ag rn) 
A | Ay, Ag 2n 
s $ aa ano , Oan 
reziproke Determinante 
Aii Ais pomes Ain 
Ayı Ay; 2% Ay, 
| Ai 7. » A; 
und in ihr den Minor 
Arrua ee Argin 
M = A 
ARF Era An 


Streichen wir in diesem Minor die Zeile r und die Spalte s, 
so entsteht eine (n — k — 1)-reihige Determinante, die nach & 38 
gleich 
ne ihn E yot T R \ 
Ar-h-2— b Anh- 
Gr Oin Ohe N 


|l ari ee Aoh Ors 


ist, multipliziert mit (— 1)" +”. 
Das algebraische Komplement. von 4,, in M ist also 
BAT, | 


und die zu M reziproke Determinante hat den Wert 
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—, mn 


btia e ipua 
An-hin-h-2) jet 75 
bahti wre Bun 
Andererseits ist diese reziproke Determinante gleich 
Mm-h-i 
oder, da 
iR 
M = | |. | Armani 
; || 
gleich 
Rad 
Ay an |" 
Ahk- Mt 
a f 
hl Ahh 
Daraus folgt 
Önt hti Day arm, jnh—1 
bau ES ban a, Tl a 


Das ist aber der Syuvestersche Satz. Der Fall A= 0 wird 
wieder durch eine Stetigkeitsbetrachtung erledigt. 


&46. Der Syrvester-Frankesche Deterninantensatz. 
Der SyLvEster-Frankesche Satz bezieht sich auf die Deter- 


minante, die man aus den m-reiligen Minoren einer »-reibigen 
Determinante A bilden kann (m<n). Wir denken uns die 


2 X 
(5) m-reihigen Minoren von A so angeordnet, daß in einer Zeile 
(Spalte) immer Minoren stehen, die in denselben m Zeilen (Spalten) 
enthalten sind. SR 

Wir wollen die N= (5) Kombinationen der Zahlen 1,2,...,n 
zur mt Klasse in irgend einer Reihenfolge mit 1,2,...,N 
numerieren und unter M,, denjenigen m-reihigen Minor verstehen, 
dessen Zeilenindizes die Kombination r und dessen Spaltenindizes 
die Kombination s bilden. Die Determinante der m-reihigen Minoren. 
läßt sich dann so schreiben: 
Mi Mis -Mix 
Mi Mog ... Mar 


Mai Man. Mar 
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Bezeichnen wir mit ø, die Summe der Indizes, aus denen die 
Kombination r besteht, so bleibt die obige Determinante ungeändert, 
wenn man jedes M,, durch 

N.=(-1IrteM,, 7 


ersetzt. 
Denn A, verwandelt sich in 
Mir Min... Min 
Mai Ma s.. Mar 
My Mya... Myw 
wenn man die Zeilen der Reihe nach mit 
(= 1%, (1%... (1) 
multipliziert und dann mit den Spalten dasselbe macht. Dabei hat 
man aber A, im Ganzen mit 
(— 1)2( +02+ ... boy) ud 1 
multipliziert. 
Hieraus ersieht man, daß A, in A,., übergeht, wenn man 
jedes Element M,, von A, durch sein algebraisches Komplement M, , 


in A ersetzt. 
Bildet man das Produkt 


Mi. Min | IM «Min 
g An 7 = An. BORER SREr MÄR Rate 155 
4 | M yi or Myy Dyı PE Myx 
indem man die Zeilen zusammensetzt, so ergibt sich (vgl. § 19) 
AN, =0 j 
DEE ER wu 


m Nn- 


OR | 


Diese Formel werden wir benutzen, um das SYLVESTER- 
FranKzsche Theorem zu beweisen. 

Satz 31. Die aus den m-reihigen Minoren einer 
n-reihigen Determinante A gebildete Determinante A, ist 
gleich einer Potenz von A, und zwar hat man 

a: 
An =A (mi 

Im Falle m = 1 ist dieser Satz trivial, ebenso im Falle m = n. 

Wenn m =n — 1 ist, füllt er mit Satz 27 in 8 37 zusammen. 


+ 
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Um den Syıvester-Frankeschen Satz allgemein zu beweisen, 
wenden wir den Schluß von n— 1 auf n an. Wir nehmen an, 
daß er für (n — 1)-reihige Determinanten bereits bewiesen ist, und 
zeigen, daß er dann auch für »-reihige Determinanten gilt. 

Wir wollen alle Elemente von A mit Ausnahme von a,, als 
Konstanten betrachten. Dann sind in der Formel 

n 
A A n= aG) 


n-m 
A - 
A,» A,_„ und A Funktionen von a,,, und zwar hat man 
A= an, BHO, 


wobei 
Qiii aig Qin 
Bela Bla 
A i x 
Oal l In-1,2°°° mtn-ı 
und 
I a An 
ER | 3 
n-1,1.°0° %,-1,n-1 Ai-i n 
; au N) 
lst. 


Um zu ermitteln, wie A, von a,, abhängt, denken wir uns die 
Kombinationen von 1, 2,...,n zur mt" Klasse in der Weise 
numeriert, daß zuerst die K Kombinationen stehen, in denen der 
Index n vorkommt. 


Nur 
Mir Mia... Dix 


Mar Moe te Mox 
Mixi Mez. Mexr 
enthalten dann a,,. Dabei ist 
n—|] 
ae 
Von a,, hängt M,, (r,s =.1, 2, ... K) in folgender Weise ab: 


M,, = Oan N FR Ma 
N,, ist ein (m — 1)-reihiger Minor von B. Da wir Satz 31 für 


rs 


(n — 1)-reihige Determinanten als gültig annehmen, haben wir 
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Nir Fig sfs Nix 
Nai Ron 2. Nor | a plain). 
NReiNgo.. Nge 
Hieraus können wir schließen, daß 
Mis Wiz ... Mix 
Ma Maz -Max | aë paT?) 4., 
Mxı Mia . Mer 
ist, wobei die Punkte Glieder mit niedrigeren Potenzen von «,, 
andeuten. 
Das Komplement dieses K-reihigen Minors von A,, lautet 


pi 
Mri, K+le+: Diana | 


Mari ++: Mur 


und ist die aus den m-reihigen Minoren von B gebildete Determi- 
nante, also gleich 
Bez), 
weil Satz 31 für (n — 1)-reihige Delamiinanten richtig sein soll. 
Jetzt ist leicht zu sagen, wie A, von a, abhängt. Man braucht 
nur 4, nach den K ersten Zeilen zu entwickeln. Es ergibt sich 


dann 
An = Gum Ba) + (a23) +e 


Wieder deuten die Punkte Glieder mit niedrigeren Sonen von 


a. an. Da 

n—2 n—2 n— 1 

Ea ps BE i kan gei 
ist, so hat man ; 


nn 
- An = Ga BAE 
A, ist hiernach eine ganze rationale Funktion K'e Grades 
von a,,, deren höchster Koeffizient gleich BX ist. Da A, An-n eine 
Potenz von A ist, so verschwindet A, nur, wenn A verschwindet, 


d. h. für 
(6) 


u.=— 


‚nn B? 
Die Wurzeln der Gleichung 


An = ahn B -F Ja =0, 
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in der a, als die Unbekannte zu betrachten ist, sind demnach alle 


nn 


gleich — C/B. Mau hat also 


d.h. 
A = (a, B4 OF = 4E. 


Damit ist Satz 31 für n-reihige Determinanten bewiesen unter 
der Voraussetzung, daß er für (n — 1)-reihige Determinanten gilt. 
Da er nun im Fallen = 2 trivial ist, so gilt er fürn =3, n = 4 usw., 
d. h. er gilt allgemein. 

Unser obiger Beweis stützt sich auf den Fundamentalsatz . der 
Algebra, wonach eine ganze rationale Funktion 

fæ) = aar +taz2r 14... +a 
sich in der Form 
ea. ..@—%,) 


schreiben läßt. @, 2, ..., 2, sind die Nullstellen von f(z). 
Wir können aber auch ohne den Fundamentalsatz der Algebra 
auskommen, wenn wir bemerken, daß 


L L 
Am = Una B +;. 


n— 1 eaat 


n= m— l; m 


ist, wobei wir 


gesetzt haben. 
Nehmen wir an, daß A, sich K'-mal und A,_,„ sich Z’-mal 
durch 
Ba,„+€ 
teilen läßt, daß also 
‘ A = (B A 4- GERA, 


L' 4 
x A,. m T (B Aan +6) 
ist und 
K-K' iR 


> An = An Fern 
Y nm Bin 
nicht mehr die Wurzel — B/C zulassen. 


Dann haben wir A 
Wer rue 


nm 


+2 (nn)# lm = m} 


Da nun 
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und 


n\ 
K+USK+L=(,) 
m 
ist, so folgt aus obiger Gleichung 
An A od Ala) PEET, 
Im Falle 
ORI E ( 2 ) j 
enthielte die obige Gleichung einen Widerspruch, weil die rechte 


Seite für a, =— C/B gleich Null, die linke Seite aber von Null 
verschieden wäre. Es ist somit 


K=-K ud LDL=L, 
also 
4, = A. ,=l 
und "i 
An = AR TEA a AN 


8 47. Folgerungen aus dem Sruvesrer-Frankeschon Satz. 
\ . 


Wir wollen die beiden Determinanten 
Mis Mia... Mix 
Ma Man... Moy 


A, = 
Myı Myo.. Myy | 
und BEE T 
Mir Dia... Mıy 
Dia Mag. M 
Aa = a Wo ” 


WyıMya-.. Myy 
ala reziprok bezeichnen. Für den Fall m = 1 stimmt. diese Be- 
nennung mit der in & 37 eingeführten überein. M,, bedeutet wie 
in 846 das algebraische Komplement von M,,. 

Es gilt hier über die Minoren von A, und A,., ein ähnlicher 
Satz wie im Falle m = 1 (vgl. Satz 28). 

Satz 32. Jeder Minor von A, unterscheidet sich von 
dem algebraischen Komplement des entsprechenden 
Minors von A,_„ um,einen Faktor, der gleich einer Potenz 
von A ist. 
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Um dies 7. B. für den Minor 
Min Min + Mir, 
| Man Man. - Mar, 
ji 


M= 
Doreen a Dr 
zu beweisen, ersetzen wir in 4, die Hauptelemente des Komplements 


von M durch 1 und alle übrigen Elemente der Zeilen p +1, 
P+2,..., N durch 0. Dann reduziert sich A, auf 


(1), M, 
wobei 
E o=(l+ e Hp) tte try) 
ist. 
Multiplizieren wir jetzt die Determinanten 
(=1) M ud Apm 
nach Zeilen, so ergibt sich unter Beachtung von Satz 13 Ar mal 
dem Komplement von 
Tan Din. Win, 
M = Mir, Wiar are Mor, 
se Pen 
in A,.„. Nennen wir dieses Komplement M’, so wird also 
(-1 MA, „= M Ar. 
Nun ist nach dem SyLvESTER-FRANKESchen Satz 
es} 
Wir haben somit 
g-t) 
M=(—-1,M A” \ n), 
(— 1)° M’ ist aber das algebraische Komplement von M in A,_, 


848. Der verallgemeinerte Syuvesrersche Satz. 
Wir betrachten in der Determinante 


Ay Ag + Qin 


Asn 


Am | la 9... 


9, Wanna]. 


alle m reihigen Superdeterminanten von 
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mm nn DD m —— mm 
ai hs- Gin 
H AA Ak (h< m) 
| Gir Ha, 


A,, sei das algebraische Komplement von a, in A. Dann ist 
nach Satz 28 jeder (n — m)-reihige Minor von 


A 


atiati Ar |: 
Q| 
A A 


n,A+] Perlen, £ 


gleich einer jener m-reihigen Superdeterminanten multipliziert mit 
Arm, 

Die (a 5 p)-reihige Determinante D, die man aus den m-reihigen 
Superdeterminanten von B bilden kann, ist biernach, wenn man 
sie mit 
(n— m — 1) fa =h 


m— h 


A 


multipliziert, gleich der Determinante der (n — Burn Minuren 
von ©, also nach Satz 31 gleich 


er an ERST“ 


Nun hat man aber nach Satz 28 


(0 Ar-ı-1B, 
so daß die Gleichung 
per dc) PR ae artir 
besteht. Da 
Tec, — h a 
EPES jis, r )-a-m ya) 


so folgt aus der obigen Gleichung 
n—ı—1 n—h-1 
D=B( ek ee ; 
Diese Formel enthält den verallgemeinerten Syuvesterschen 
Satz. Der Fall A = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung. 
Satz 38, Die aus den m-reihigen Superdeterminanten 
des Minors B gebildete Determinante ist gleich einer 


Potenz dieses Minors multipliziert mit einer Potenz dor 
Determinante A. 
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Für m = h + | reduziert sich die Formel des Satzes auf 
D= Br" 1%, 
Dies ist das Syuvestersche Theorem aus § 41. Der obige Beweis 
des verallgemeinerten Satzes entspricht dem in $ 45 gegebenen 
Beweis des speziellen Theorems, 


Achtes Kapitel. 
Symmetrische Determinanten. 


8 49. Definition. 
Eine Determinante 


p Ewe e ERTAS in 
Qag Ag sr. Qan 
An Ina add Ann 


heißt symmetrisch, wenn ihre Matrix beim Herumklappen um die 
Hauptdiagonale ungeändert bleibt, d. h. wenn 

Oam Ir 
ist (ra el,2...,n. 

Wenn man eine beliebige Determinante nach Zeilen oder nach 
Spalten mit sich selbst multipliziert, so entsteht eine symmetrische 
Determinante. l 

Ein Minor einer Determinante soll wie in § 17 ein Haupt- 
minor heißen, wenn seine Hauptelemente zugleich Hauptelemente 
der Determinante sind. Ein Hauptminor entsteht also, weun man 
die Zeilen mit den Indizes ri, fa; ..+, % und die Spalten mit 
denselben Indizes unterdrückt. 

Die Hauptminoren einer symmetrischen Determinante 
sind offenbar ebenfalls symmetrisch. 


8 50. Die Reziproke einer symmetrischen Determinante, 


Wir wollen die Komplemente der Elemente a,, und a,, in einer 
symmetrischen Determinante betrachten. 


Gy ya Qyn WER NS 
Ay “og Oz; und Ay May.» or Ann 
An Aug’ Gun an pn Qan 
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sind, weil unsere Determinante symmetrisch ist, völlig identisch. 
Streichen wir also in beiden Matrizen die rt Zeile und die s'® Spalte, 
so bleiben identische Matrizen übrig. Die erste ist aber die Matrix 
des Komplements von a,,, die zweite entsteht aus der Matrix des 
Komplements von a, durch Herumklappen um die Hauptdiagonale. 

Das Komplement von a,, ist also gleich dem Kamplement 
von a,,. Multipliziert man beide mit (—1)"+*, so ergibt sich die 
Gleichheit der algebraischen Komplemente von a,, und a,,. 

Satz 34. Die Reziproke einer symmetrischen Determi- 
nante ist ebenfalls symmetrisch. 


851. Beispiele symmetrischer Determinanten. 


HANKELsche Determinanten. 


Hasken hat sich mit einer speziellen Art symmetrischer 
Determinanten beschäftigt, die folgende Gestalt haben: 


Ti T s.. Ta 
| Ty Lg ... Tatl ; 
| ni 
1% Zai ie. Ion | 


Wie man sieht, ist hier 


a,= T, +3—1) 
also 
0, Air’ 


Wir wollen die dreireihige Hankeusche Determinante 
aa Bl A ai- 
Oi T 2, 
a BE | 
betrachten. Subtrahieren wir von der dritten Zeile die zweite und 
dann von der zweiten die erste, so ergibt sich 
1 % Tg 
i Ma a Bag a Bali 
my ud 
Subtrahieren wir jetzt von der dritten Zeile die zweite, so 
kommt £ 


zT 


EA T A 
Zay — Tj! Lo — Tay Ty — Ty 


3-2, +, 2,42%, 120,47 
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Machen wir schließlich mit den Spalten dieser Determinante 
dasselbe, was wir mit den Zeilen der HanxeLschen Determinante 
getan haben, so finden wir zunächst 


Tis Ty = Ti? B — T 
Ta m G Z — 2n +29 2, +2, 
9-2, +27, — 93, +93, T, T, — 3r, +3, — 2, 


und dann 


Tis % — Tir Ty — 2m + T 
T — js Ty — 2% + Ts z — 3n +3, — 2 
2 — 20, +2 T — 3r +3, — 2, 7, — 4r, + 8m — 4, +2, 
Die aus 


Lis Tor Tgr Tar T 
gebildete HanxeLsche Determinante bleibt also ungeändert, wenn 
man die x der Reihe nach durch 
m, 42, a, Agy dia 

ersetzt. Dabei ist 

Aa =, —2%, 

Anma -2, +, 

Lar =, 3. +3, —2, 

4, =, -1, +6, -Iy tm. 

Bildet man die sukzessiven Differenzenreihen von 


Lys Pos Lyr Tys Tyr 


also 
e niea IE aaro I Pet DR EES Y 
2, 40, By — 2 Ty tTa Ty — Zt, +2, 
z — 3r +3, 0, 3, +3, — 2, 
ai, +6, — 4z +5 
so sind 


42,42, 4°, 4°, 


deren Anfangsglieder. 
Es ist klar, daß man im allgemeinen Fall genau dieselben Be- 


trachtungen anstellen kann. 
Die Hank&usche Determinante 
T To ... Ta 


Ly %g -e Dur 


Ta Pati BARS” n—ı 
Kowarkwskı, Dotorminanten 
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ist gleich der Hankeuschen Determinante 


A -1 
%, AD EEA ee | 
2, 
At, Br AR 
=i ; 2-3 | 
A, Az AANE || 


Dabei sind 
30, AB, +. Amıaa, 
die Anfangsglieder der Differenzenreihen von 
REEL e 


Wenn die k' Differenzenreihe von ©), 2,,...,2,,_, aus lauter 
gleichen Zahlen besteht, so nennt man 2, Sy, ..., %,.., eine 
arithmetische Reihe kt" Ordnung. Alle folgenden Differenzen- 
reihen (wenn es deren gibt) bestehen aus lauter Nullen. 

Nehmen wir an, daß z, 2,,.-.,2,,_, eine arithmetische Reihe 


(n — 1)" Ordnung ist. Dann haben wir 
Atm m0, Arial, ..., A rl: i 
Die Determinante reduziert sich auf ein einziges Glied, nämlich’ 
tai s.e a T ECL) 


Da es in der Reihe 
n,n—1l,...,1 


genau 
EN a ne-o 
Derangements gibt, so ist die Hankeusche Determinante gleich 


n(n—1) 


NR EWITER)- 

Bilden z,, &,, ..-, ©,,_, eine arithmetische Reihe von niedrigerer 
als (m — 1) Ordnung, so ist Ar! =0, Ara =0 usw. Die 
HanseLsche Determinante ist dann also gleich Null. 

Ist i 

Da p l2, Dig ar. 9%} a e? On kl Danma: 
also ©, Sys -+s Sop; eine geometrische Reihe, so lautet die erste 
Differenzenreihe 


(q 2 l)z, , (q Zr l)z,, re (g Et Dakas 
die zweite Differenzenreihe 
l ana ist gleich Null, wenn s,>1 ist, a„_,,, ist gleich Null, wenn 
& >82 ist usw, Daher muß 3, = 1, s, = 2, ... sein, 
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„Vz, @-1z,,...,@— 1a, s 
usw. Man hat daher 
dg =(= l)n, Pu =g-Na, ..., Aria -lg—1e-2z 
Die aus m, Az, ..., 4?r-2x, gebildete Hankeusche Determi- 
nante ist dann von folgender Form 
æ (Q= l)ag, PESER g-1priz, 
(Q — 1); g-1z,, e. g-Irz 


(9 HT I-i z, (Ç ap 17 Zr eeey (g u Int 
Subtrahiert man von der zweiten Zeile die mit g —1 multiplizierte 
erste Zeile, so entsteht eine Zeile mit lauter Nullen. 


Die Hangkensche Determinante ist also gleich Null, 
WENN T, y ..., pı eine geometrische Reihe bilden. 


Zyklische Determinanten, 


Als zyklische Determinante bezeichnet man eine Determinante 
von der Form 


Ci C Ca 
Ca Cg 6 

| ; 

| On ĉi Onl 


Die (k + 1)* Zeile einer solchen Determinante entsteht aus der 
ka durch zyklische Permutation, d.h. dadurch, daß das zweite 
Element zum ersten, das dritte zum zweiten, ..., das n® zum 
(n — 1) und das erste zum nt Element gemacht wird. 

Wir wollen die Zahlen 


Capir hart 
durch die Festsetzung definieren, daß 
Ou RED 
sein soll, sobald k — ! durch n teilbar ist. Danach haben wir 


ei En EA arria IE a TE 
0 = Onaya = Ony een 
0,00, = Osn =E ,.... 


Unsere zyklische Determinante läßt sich jetzt auch so schreiben: 
8* 
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ĉi Ca s.. Ca 
Ca 03 e 0,44 
Ca Cati ... On—l 


Die zyklische Determinante ist also eine spezielle 
- HaxngeLsche Determinante, nämlich die Hankeusche Determi- 
nante der 2n — I Zahlen 


Op Op a sy. Oggy Op Oyy onen OS 
Die zyklische Determinante läßt sich in n Faktoren zerlegen, 
wenn man sich der n% Einheitswurzeln bedient, d.h. der Wurzeln 
der Gleichung 
"—1=-0. 
Wir bezeichnen diese Wurzeln mit z,, £s, ..., z, und bilden 
aus ihnen die Determinante 


2 
I ER A 


2 n-1 
Be 12.0%°...% ö 


n=1 
-i 


AE AE a ei 
Mit ihr multiplizieren wir unsere zyklische Determinante, die 
wir CO nennen, und zwar führen wir die Multiplikation nach Zeilen 
aus. Die Elemente der Produktdeterminante haben dann die Form: 
Cnt Onpa F WE A Hi H Opani” 


wobei A eine der Zahlen 1, 2,..., n und œ eine der Wurzeln 
Tis gr, 2, iste Da z= 1 ist, können wir statt des obigen 
Ausdrucks auch schreiben: 


RER apiy +...+ rar) 4 (oa +..+ 0,2" =) 
oder, weil 


„479% Onpa 7 0 ...y On md 


ist, 

O OnE ESN OUT, 

d. h. ae P 
an-htle ast... tog”). 


Setzen wir also 
fa =a +oz+... + ort, 
so lautet die Produktdeterminante © V: 
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ne COCCġ a 


mo fh at ©... 1@,) 
re), Bf), Brite) 
ee a 
oder 
r” rt or 


n n=l 7 
alfa)... tler 


” a 
Nun ist aber 
N, -1 

Te SA ANN] 

angr- t (n-Nin-2) 

3 4, 4 by A = 1) 3 Ya 

Born A x 

= ’ 
Ta w,” vee Pa 


Wir haben daher 


(n-1)(n-2) 


CV=(—1) 3° f) fe) fE). 
V ist aber von Null verschieden (vgl. 821), weil die n Wurzeln 
Zis Taz... Z alle verschieden sind. Aus der obigen Gleichung 
folgt demnach 


in-1)(n-2) 


0=(-1) ? af)... fa): 


Zum Schluß wollen wir noch zeigen, daß sich das Produkt 
zweier zyklischer Determinanten (abgesehen vom Vorzeichen) als 
zyklische Determinante schreiben läßt, 

Um dies für die beiden zyklischen Determinanten 


01.0005 Yı 72 Ya 
C=|,,0| ud =y ys y 
er ER Ys Yı Ya 
zu zeigen, multiplizieren wir C und 


Yı Ya 7s 
-r= Ya Yı Ya 
g 7? Ys 7i 
nach Zeilen.‘ Dadurch erhalten wir 
Ve 


1 Bei — I entsteht die k“ Zeile aus der (k+ 1)" durch zykliche Permu- 
tation, wihrend es bei J umgekehrt ist. 
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Ci Yi ECs Ya Cg Yas Ci Ya F Ca tar Ci Ya tat tar 
—-CT= |¢ 7y, + Cs Ya H Ci Ygs Co Ys Eea Vi EC Yz Ca Ya E Cs Ya HO 71 


Ca Yi EC Ya F Ca Ygs Ca Yg EO Yi tat, Ca Ya FG Ys ey 
oder 


Ci Yi F Ca Ya + Cg Ygs Ci Ys FO Yi F Ca Ygs Ci Ya Fey Ya F egyi 
—COT= | ciy ta +3 Y2, Ci Ya Oa Va FC Yin C Yi FOr Ya F Cg 7s) 
6i Ya Eez Yy Hyi Ci Y1 F Ca Yo F Ca Ygs Ci Yg F Oa Vi F Cg Ya 


Diese Determinante hat die Form 


a % Gy 
% Qy @ | 


Og Gi 0 


ist also eine zyklische Determinante, 
Hat man zwei n-reihige zyklische Determinanten 


804.0, AAE Do, 
Or a lader | Aa a 
ONORE CUR VEN a 


zu multiplizieren, so schreibe man die n — 1 letzten Zeilen der 
zweiten Determinante in umgekehrter Reihenfolge, was einer Multi- 
plikation dieser Determinante mit (—1)"«"-V(n-2) entspricht. Dann 
wird das nach Zeilen gebildete Produkt 


(— 1)'h@-1) (2-2) CI 


eine zyklische Determinante. 

Wir wollen jetzt noch eine spezielle zyklische Determinante 
betrachten, bei der die Glieder der ersten Zeile eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung bilden. Eine solche Determinante hat folgendes 
Aussehen: € 


a, a+d, ...,a+n—1)d 
De a+d, EEZ y ð 

a+m—1)d, a, 0 +n—2)d 
Subtrahieren wir von der letzten Zeile die vorletzte, von der 


vorletzten die drittletzte usw., schließlich von der zweiten die erste, 
so erhalten wir 
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are me Dad 

Ja de a d Sa dd 
D= rg d .. — (a ijd d 

AE ae N; d d 


Ziehen wir jetzt die erste Spalte von allen folgenden ab, so 
_ kommt 


a d . (n— 2)d (n—I)d 

d 0 Jai 0 — nd 
Diman SN E a rena 0 

DnA e 0 0 


Jetzt wollen wir die erste Spalte mit n multiplizieren und 
dann alle andern Spalten zu ihr addieren. Dadurch gewinnen wir 


natt Da d ond id] 
0 DR 0 nd 
nD = | 0 oea aed N) 
| 0 nd 0 0 
oder 
0 0. — nd 
nD= (na + n(n— 1) a) 0 —nd 0 
—nd 0 0 
Nun ist aber 
oone o ia EEE aeo 1] 
(n-1)(a-2) 

E ARAU Snoer ma 0 —nd... 0 
N RER ER L | 0 OT end 
amt) 
=(-1) ? (nd, 

mithin 
nin=1) 


— 


D=-(-1) 3 narıla+" ta). 
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Hiernach wird z. B. 


ERE TEN 

2.8 1 rar 
PRZ. = (= 1) 2 eu 

ni.. o n=l 


Die SmitHsche Determinante. 


Mit (r,s) wollen wir den größten gemeinsamen Teiler der 
positiven ganzen Zahlen r und s ‚bezeichnen und die symmetrische 
Determinante 

DW)... (hm) 

Da 10) 9)... an) 

(n, 1) 2) ... (mn) 
berechnen. 

Dies gelingt mit Hilfe der Funktion p(m), die der Leser aus 
der elementaren Zahlentheorie kennt (m) ist die Anzahl der 
Zahlen in der Reihe 

3 ba PER i Y 
die zu m relativ prim sind, d. h. mit m den größten gemeinsamen 
Teiler 1 haben. So ist z. B. 


el=l, yM=1, ¢(3)=2, p(4)=2, g(5)=4 


Über (m) gilt folgender Satz: 
Wenn dk. t die sämtlichen Teiler von m sind 
(1 und m eingeschlossen), so ist 


p(t) Ir o (t) +..+ p (tp) =m. 
Um diesen Satz zu beweisen, stellen wir die Frage: 
Wie viele Zahlen gibt es in der Reihe 1, 2,..., m, die mit m 
den größten gemeinsamen Teiler ż haben? Dabei ist # irgend ein 


Teiler von m. 
Unter den Zahlen 


usw 


ka 


EA EA 


haben genau p (z-) mit m den größten gemeinsamen Teiler . Denn 
kt und Tt haben dann und nur dann den größten gemeinsamen 


Teilor £ wenn k und 7 relativ prim sind. 
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Es gibt also in der Reihe 1, 2, ..., m 


e(z) Zahlen, die mit m den größten gemeinsamen Teiler 4 haben, 
1 


p(z) Zahlen, die mit m den größten gemeinsamen Teiler i, haben, 
"3 


usw. i . 
Da jede der Zahlen 1, 2, ..., m mit m den größten gemein- 
samen Teiler 4 oder ż oder ż hat usw., so ist 


leerer) 


Die Zahlen 
tl Mit 
RS > 
bilden aber eine Permutation von h, t, »--, tp: so daß 


m pl) +-+ ol) =p pt 
is 
Mit Hilfe der soeben bewiesenen Eigenschaft der Funktion g (m) 
gelingt es nun, die Surrusche Determinante zu- berechnen. 
Wir wollen festsetzen, daß a,, gleich 1 sein soll, wenn k 
durch ? teilbar ist. Andernfalls möge a,, gleich Null sein. 
Nach Einführung der Symbole a,, können wir (r, s) in folgender 
Form schreiben: 
r)=a,a,pgÜ)+a,a,y2)+...+0,0,.gm). 
Denn : 
Qrt aa p(t) 
ist nur dann von Null verschieden und gleich g(t), wenn ¿ sowohl 
in r alg auch in s enthalten ist, Die gemeinsamen Teiler von r 
und s sind aber identisch mit den Teilern von (r, s) Dia obige 
Gleichung reduziert sich also auf ` 
r, = Zp (), 
wobei die Summation über alle Teiler vof (r, s) zu erstrecken ist. 
Die Surrasche Determinante ist nach dem Obigen das Pro- 
dukt aus 


Gy... 4, p0), Gia P?) +. ain P(n) 
Aal Aeee ya und Ay; el), az g (2), s) a „p (n) 


Aar azte Yan KR eu), Ya P (2). ec) ann P (n) 


Nun ist a, gleich Null, wenn k< l, weil dann ? kein Teiler 
von k sein kann. Außerdem ist a, = 1. Es wird daher 
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TG TGEGEk TTTGbTEEG TE m ——— 


na MS 10 E o 
C E | _ | 1 .0 LN 
a i a, Ang: Ae Oan | Aai Ona 1 
m Pl), ma P2) -o tn p(n) 
Gy] a = BE: R 2 f nd y | Ka o (1) E12) Rg Y (n), 
Aai g (1), tn? g (2), REAA tnn P (0) | 
also 


(1, 1) (1, 2). - - (1, n) 
2,1) 22 


(n, 1). (n, 2). r (n, n) 


852. Rang einer symmetrischen Determinante. 


' Satz 35. In einer symmetrischen Determinante vom 
Range r gibt es einen r-reihigen Hauptminor, der von Null 
verschieden ist. 

Für den Fall, daß die symmetrische Determinante selbst 
r Reihen hat, ist der Satz selbstverständlich. 

Um den andern Fall zu erledigen, schicken wir eine Hilfs- 
betrachtung voraus, die sich auf beliebige Determinanten bezieht. 


Die Matrix 
| Ay ar, 
RR RER 
(1) N 21 223 en 
a, Aug: Er Oan 


habe den Rang r und r sei kleiner als m Sucht man in ihr r unab- 
hängige Zeilen 


Cil Gae ee Cin 
(2) Ey] Caz + + Con 
LH BEREIT AN 


aus, so ist jede Zeile von (1) eine lineare Kombination dieser 
r Zeilen (vgl. $24), Man hat also 


ehrt tritt A tea, on). 
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ma —ma —Z—m —maa a ——————m————Tm— 
Hieraus folgt, daß die r-reihige Determinante 


Akh Akh ee Ak, 


(3) Akl, (O A Ak, y 


Okpli Akpa © © Okr ly 
gleich dem Produkt der beiden Determinanten 


Aih M kro Air 


Aok Ram- Aor 


A RRE E d 
und 
Cih Uk.. Ci, 


E A AE eA an en) 


Cry Cre -e Crh 
ist. Man verbinde bei der Multiplikation die Spalten der ersten 
mit den Spalten der zweiten Determinante. 

Setzen wir ; 
Aız Une Alk 
lok Å? k ... Dak 


= Luk , 
Ar Arm e Ark 
‘so können wir schreiben 
Ag Akila ++ + Al. | an yes. C | 
Akh Akh Akalp Ex jan : j 0, Cl, e 02. 
y RA 
| xp Okri t Okr ip Cry Crh Or 


Die r-reihigen Determinanten der Matrix 


ak1 ak2 ... Akn 
Akl Akee Akın 
Akl Akp- Gym 
sind also proportional zu den entsprechenden Determinanten der 
Matrix (2). 
Denken wir uns die r-reihigen Determinanten der Matrix (1) 
in quadratischer Anordnung aufgeschrieben. In einer Zeile sollen 
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immer diejenigen (23 Determinanten stehen, die in denselben r Zeilen 


von (1) enthalten sind, in einer Spalte aber diejenigen (7) Determi- 
nanten, die in denselben r Spalten von (1) enthalten sind. Die so 
entstehende quadratische Matrix wollen wir die Matrix der 
r-reihigen Determinanten von (1) nennen. 

Dann können wir unser Resultat so aussprechen: 

Satz 36. Hat eine quadratische Matrix den Rang r, so 
ist die Matrix ihrer r-reihigen Determinanten vom Range 1. 

Dieser Satz, der offenbar auch im Faller = n gilt, ist als eine 
Verallgemeinerung von Satz 29 in 8 39 zu betrachten. 

Nunmehr ist der Beweis unseres Theorems über den Rang einer 
symmetrischen Determinante sehr einfach. 

(3) sei eine von Null verschiedene Determinante der Matrix (1, 
die wir jetzt als symmetrisch voraussetzen. Wenn (3) kein Haupt- 
minor ist, so hat man 


Akik ee + Ak kp Qil eee lk ly 
A kypki ... kyky akrh ee Aky ly 
= 0 
D 
Ulik ee AL kp Aih ... Ay, 
Ayk rer Olp ky Anlee*: AR 


weil die Matrix der r-reihigen Determinanten den Rang 1 hat. 
Wegen a., = a,, ist nun 


Aik ee Ah kp Akh. ikte 


T , 
an: du Ay ++ Ay, 
also 
Okt: + Okky Ay +++ Ahi Akny:-Arı 
Okri” > + Qkrkp Ayh. ee Ay, Aipht Ah 


Da die Determinan (8) ungleich Null sein soll; so sind auch 
die Determinanten 


| 
Akk + Akky  Ayun +++ Ohy 


und 


One e Up | Ay +- Ay, 
von Null MO NOS Diese Doteriiinanten sind aber r- reihige 
Hauptminoren unserer symmetrischen Determinante. 
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853. Die Säkulargleichung. 


Wir wollen die Determinante 


% +r KPY RFO 
a, OR 
D(x) a 21 22 2n 
| Onl ana sites nn + T 


nach Potenzen von œ entwickeln. 
Zu diesem Zweck schreiben wir sie zunächst in folgender Form: 
Ga +% Aa +0... a, +O 
+ 9a, Foe +0 
a, +0, 0, +0, rd 
Diese Determinante zerlegt sich mit Hilfe von Satz 6 in 
2” Summanden. Man erhält einen solchen Summanden, indem man 


in jeder Spalte alle ersten oder alle zweiten Bestandteile der Binome 


beibehält. 
Streicht man überall die zweiten Bestandteile, so bleibt 


y Qir Ajig ee Min 

Pe E iss et 

| Q, a ENE sr 

übrig. nl “n2 n 
Werden überall die ersten Bestandteile fortgelassen, so ergibt sich 
N) 
VERERREU 
= ge: 

DIOR % 


Wenn in den Spalten 1, Tas «e.s Tp n <T <... <r) die 
zweiten Bestandteile, in den übrigen Spalten aber die ersten Bestand- 
teile beibehalten werden, so entsteht eine Determinante von folgen- 
der Beschaffenheit. In den Spalten r,, f4, --- r, sind die Haupt- 
elemente gleich æ, alle andern Elemente aber gleich Null. Ent- 
wickeln wir also nach den Spalten r,, fọ, ..„, 7p, so erhalten wir 


gP Ar, Tese tpe 
Ti T- -Yp 


Dabei ist 
A fa. 


fiT.: Tp 
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derjenige Minor von A, der nach Streichung der Zeilen und Spalten 
mit den Indizes r,, r,, ..., r, übrig bleibt, d. h. ein (n — p)-reihiger 
Hauptminor von A. 


Für D(x) gilt also folgende Entwickelung: 
D(z) = g” +8,2"-1+ 8,2027? +..4+%,. 

S, ist die Summe aller k-reihigen Hauptminoren von A. Ins- 
besondere ist S, gleich A. 

Wenn die Determinante A symmetrisch ist, nennt man die 
Gleichung 

De) =ar + S ar 71 + 8,20r7°+...+9,=0 

die Säkulargleichung, weil sie in der Theorie der säkularen 
Störungen der Planeten vorkommt. 

Über die Säkulargleichung gilt folgender Satz: 

Satz 37. Wenn die Determinante 


u Qg ira q, N 
Ay ig or. Aay 
i a1 Ang her An 


symmetrisch ist und reelle Elemente hat, so sind die 
Wurzeln der Gleichung 


wrt? ag Qin 
A Qg tHg Qan 2) 
Qai Gas + elan +x 


sämtlich reell. 
Es genügt offenbar zu zeigen, daß die Säkulargleichung keine 
rein imaginäre Wurzel hat, d. h. keine Wurzel von der Form 
= ß $; 
wobei- f reell und ż die imaginäre Einheit ist. - 
Ist nämlich ' 


z=eH+ßi 
eine Wurzel von D(x) = 0, so ist Ai eine Wurzel von 
C O tig Au an | 
%: (Qa te) tr... Ain 0; 


| CAR ang -. (Gnn t a) +z 
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Um nun zu beweisen, daß D (x) = 0 keine rein imaginäre Wurzel 
hat, kann man in folgender Weise vorgehen. 
Man bildet das Produkt aus D(x) und 


a a re EEE a 
Die en a U ar 
Qai Ana O rA 


und zwar nach Zeilen. In der Produktdeterminante steht dann in 
der rt Zeile und s Spalte (r = s) 
a, 9 ar Ga a2 + 2 + Arn Qan RE (a,r a a,,)% 
oder. wegen a,=a,, ; 
a] % +a, r2 s2 as fag Qon Qin" 


In der rt Zeile und der r"a Spalte der Produktdeterminante 


haben wir 
2, 


> asi a, T a.z a r2 +. -t Qu Oan ei 
Es ist also 
| 2 
e aeaeo T Cin | 
2 
C, Oiam Ro C. 
D{&)D{(— 2) = 21 Ca an : 
2 
PES | Onı Cna Inn 
wobei wir 
EA Gy; Q 82 +. -+ Qon Qin lar Crs 


gesetzt haben w s= EL DARE ER ur 
Wäre nun @= fi eine Wurzel von D(«) = 0, so hätten wir 


D(Bi)D(-Pi)=0, 


d. h. 
RE RE NE 
On Math: Orn wo. 
Cal Cng sagte Dante 8 


Wir wollen jetzt mit o, die Summe aller p-reihigen Haupt- 
minoren. von i ; 
Ar T P 
. C 


Ogı Oaa =i Oan 
ida i 
Cal Orges e Can 


bezeichnen. Dann läßt sich die bizi Gleichung so schreiben: 
RB" A BE Bi.. .+0, = 0. 
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Tr Y)VDnna 


Nun ist 
| Onr Onr ee Crrp 


Orr, Gyr re: Crarp 


rori rpms» Frprp 


das Produkt der Matrix 


Ari Ord +++ Arn 


Arl Orn? Orn 


Arpi Arp2: + rpn 

mit sich selbst. Nach § 34 hat man aber 
ER RE ie Anoa Ona Orap 
Arl Ar?» Ayın NA > Ay Orente Or, sp 
Qrp1 97,2. Orpn Arps, Orpi’ Arpep 


Da die Elemente a,, reell sind, so ist diese Summe sicher 
nicht negativ. Man hat also auch 
120, a0, ... AU 
Solange 8 =Æ 0, ist daher 
Dan + UA PARTA + T, jokia +...+ 0, 
positiv. 


854. Zweiter Beweis des Satzes über die Säkulargleichung. 
Wenn œ + fi eine Wurzel von D(«) = 0 ist, so gibt es ein 
von 0, 0, ... 0 verschiedenes Wertsystem 2), 2, + + ns das 
den Gleichungen 
te +p) tat. tan = 0, 
a ta: tet PAR, +--+ igya = 0, 
Br t lpg To Hooe tan T +Pßy)2,= 0 
genügt; deun die Determinante dieses Systems ist gleich D(@ + ĝi) 


also gleich Null. 
Die obigen Gleichungen können wir auch so schreiben: 


aa y + ha ty Hee +, tern = 0, 


a) try + +, Ty tar) =, 


a: +0,% +... +0, +e+Pß9),=V. 
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Zerlegen wir &,, %, - - 
setzen wir also 


g =y Hat, La = Yy F Zaty e 


‘j Ta = Yn F Zai, 


. x, in ihren reellen und imaginären Teil, 


wobei die y und die z reell sind, so spaltet sich (1) in die beiden 


` folgenden Systeme: 


any 


tr 8H 


|a Yi Fa Y t- 
a a E A 


a Y + m Y +- 


aa A F A oy tees 


Ba =0, 
- Br, =0, 


+ ann Yn +0, = 0 


Hann tem +ßy =O, 
F hah eS ENER 


| ao Zi ta, Zy tee 


An #1 F ng Žo Hise e nn = ar, a Bie er 0. 

Hierbei haben wir benutzt, daß die a,, reell sind. 

Nun, wollen wir die Gleichungen (2) der Reihe nach: mit x, 
» +++, #, multiplizieren und dann addieren. Dadurch erhalten wir 
(4) Sary te Dy,2,- BD: = nahm) 

Multiplizieren wir die Gleichungen (3) der Reihe nach mit 

Yis Yas -- Y, und addieren dann, so kommt 
(5) DA AEA M DA EA A ns=1, LEER n), 


Durch Subtraktion ergibt sich aus (4) und (5) unter Berück- 
sichtigung von a,, = a,, 


(6) PBEW?+r9)= 0. 


Wäre nun 
Ew? +x?) = 0, 
so hätte man 
y=y =.. y= und E E AE a 
mithin 


ney=..=1,=0, 
während doch zj, 2,, -- 0 verschieden ist. 
Sicher ist also 


„2x, von 0,0, ... 


Sy?+2)>0, 


9=0 
folgt. 
Damit ist aber gezeigt, daB die Säkulargleichung nur reelle 
Wurzeln hat. 


KowateEwskı, Determinanten 9 


so daß aus (6) 
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855. Verallgemeinerung der SüRulargleichung. 


Wir wollen eine Determinante 


| Yı he Ain 

| Aa g> ee Aay 

| a 
y | aai ag i Ayn | 


mit komplexen Elementen betrachten, die so beschaffen ist, daß 
immer «a,, und «a,, konjugiert komplex sind. 

Wenn also 

Any TA Urg a Pr: i 
ist, so soll immer 
4 end Urs Fu Brai 
sein. Die Hauptelemente sind dann reell, weil aus 
Ct Bart TE frrt 
B, = 9 folgt. 

Wenn man eine solche Determinante um die Hauptdiagonale 
herumklappt, so wird jedes Element durch die konjugiert komplexe 
Zahl ersetzt. 

Es läßt sich zeigen, daß die Gleichung 


| RT Fr 

| a llos Cor. a 

D(z) et 21 22 + en =Q 
tal Tig aii Aan +® 


nur reelle Wurzeln hat. Auch hier genügt es zu wissen, daß eine 
solche Gleichung keine rein imaginäre Wurzel hat. 
Um dies zu heweisen, multiplizieren wir D(x) mit 


Yı 79% Gr ani 
D ea O E RS i 
Ay Qz y IA Aan iR 
und zwar nach Zeilen. Dadurch erhalten wir È 


| tee lo | 
ALSA | 
D(z) D(— x) =] | 


„2 
En Cna eee Cin E | 
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a  — — —_ —_—m—m———————nmnmnmmmmm———ee 
wobei 


0,7 a, a, ae Qng lae esat Asn ins 


ist. Denn die rte Zeile von D(x) liefert mit der st! Zeile von D(— x) 
aaie Tt ana lg, t a A U (r =s) 


und die r!* Zeile von D(x) mit der r"" Zeile von D(— s) 


p pyret ge 
tt ar nF = Cir Pis 
Wäre nun fi eine Wurzel von D(x) = 0, so müßte 
2 
oi TR? dog + Au 


DpaDi gya | a art PEST: OE 1 20: 


sein. 
Nun ist 1% ` 
Crn nm» Crirp 
Orin Or teie Orati 
Orpri@rprar  * Orprp 


das Produkt der beiden Matrizen 


Ayı Or. lrn Air are» + Anr 


Uyi Ar?» Ann Ai ra Aara e + Ahr 


und , 


. . . . . . . . . . . . 


Arpi@rp2- ` Ar Airp @2rp* + nr 
also gleich 
Ars, Ars vr + rap Aar Orr eee ap 
S| Aron Graa + + raap Gun an apr 
| arpn Cron **Orpsp Gurp@arp: +: Gaprp 


Offenbar sind die beiden Determinanten 


1 f 
| 


Ay Orneto ar sp dar lny» A spri 


Arna Orase Orap und Asra Uasre ee Aapre 
| 
| Arpan Trpsn oe Arpop Ayrp srp * - @aprp | 


konjugiert komplex; denn die entsprechenden Elemente sind es, 


Wir sehen also, daß die Hauptminoren von 
9* 
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Cir Garn 


ie, 


-e Can | 


positiv oder jedenfalls nicht negativ sind. Dasselbe gilt von den 
Zahlen o,, @,, ..., Op, wenn o, die Summe aller p-reihigen Haupt- 
minoren bedeutet. 

Da > 

EDEA DE po = P?" +0, Br? + either... Ho, 
ist, so haben wir im Falle 2 = 0 
D(B)D(-B9)>0. i 

Damit ist bewiesen, daB D(x) = 0 nur reelle Wurzeln hat. In 
diesem Resultat ist Satz 37 als Spezialfall enthalten. 

Wenn in einer Determinante A die Elemente a,, und a,, stets 
konjugiert komplex sind, so hat die Determinante ibrer m-reihigen 
Minoren dieselbe Eigenschaft. Dabei müssen aber in einer Zeile 
(Spalte) lauter Minoren mit gleichen Zeilen- (Spalten-) Indizes stehen. 
Hat nun A den Rang r, so hat die Determinante der »-reihigen 
Minoren den Rang 1. Daraus folgt, daß nicht alle r-reihigen Haupt- 
minoren von A gleich Null sind (vgl. $ 52), 


Neuntes Kapitel. 
Schiefsymmetrische Determinanten. 


. 856. Definition. 


Schiefsymmetrisch nennt man die Determinante 


a gee un 


a en 
A (is 23 Fonni 


aq 


ni a 


nare nn 
wenn zwischen den a,, die Relationen 


ü, = — Q,» maa Te N) 
bestehen. 

Je zwei Elemente, die symmetrisch zur Hauptdiagonale liegen, 
sind also entgegengesetzt gleich, während die Hauptelemente gleich 


Null sind. 
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mm mm 

Die Hauptminoren von A sind offenbar ebenfalls schief- 
symmetrisch. 


$ 57. Schiefsymmetrische Determinanten von ungerader Ordnung. 


Nach Satz 1 läßt sich die schiefsymmetrische Determinante A 
so schreiben: 


1, Bar ee] 
a a An 
| An lon: e Aan 
Da nun a,=-—a,, ist, hat man nach Satz 5 
aan 
a 


Hieraus folgt im Falle eines ungeraden n 
A=-4, dh A=0. 


Satz 38. Eine schiefsymmetrische Determinante von 
ungerader Ordnung ist gleich Null. 


$58. Die Minoren einer schiefsymmetrischen Determinante. 


Die beiden Minoren 


A Elle, 


4 len Qer 
und 


rp 
| Arpa DTe A rpsyp Rppr, et A sprp | 

stehen in der Beziehung zueinander, daß die Zeilenindizes des einen 
die Spaltenindizes des andern sind. Zwei solche Minoren pflegt 
man als konjugiert zu bezeichnen. 

Konjugierte Minoren einer schiefsymmetrischen Deter- 
minante sind gleich oder entgegengesetzt gleich, je nach- 
dem sie von gerader oder ungerader Ordnung sind. 


In der Tat ist 


Ran re dum | Ay re Arpas Ay cr Arap 
I 


Arpsı sr Arysp| 
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Die Komplemente von a,, und a,, sind konjugierte Minoren. 
Sie sind also gleich oder entgegengesetzt gleich, je nachdem die 
Ordnung der schiefsymmetrischen Determinante ungerade oder gerade 
ist. Dasselbe gilt von den algebraischen Komplementen, da sie aus 
den Komplementen durch Multiplikation mit (—1)"+* entstehen. 
Es besteht also folgender Satz: 

Satz 39, Die Reziproke einer schiefsymmetrischen 
Determinante ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch, je 
nachdem die Ordnung ungerade oder gerade ist. 


8 59. Schiefsyınmetrische Determinanten von gerader Ordnung. 


Eine schiefsymmetrische Determinante zweiter Ordnung hat 
folgende Form 
| 0 9; | 
Ur 


| = aa 


Man findet, daß 


= «a? 


0 a 
| —4,,0 
ist, also gleich dem Quadrat von ag. 
Bei der schiefsymmetrischen Determinante vierter Ordnung 


| 0 isra Ais 9% 
Ines 

| = , 0 a, Ay 
Ir a, 0 a, 

| 


En; Se — yg 0 
besteht eine ähnliche Eigenschaft. Sie ist nämlich gleich 
3 
(ais gg — Aig 0, F Ajg Agg)’ 


also wieder das Quadrat eines Ausdrucks, der sich aus den Elementen 
ganz und rational zusammensetzt, d. h, mittels der Operationen der 
Addition, Subtraktion und Multiplikation. 

Man kann hiernach folgenden Satz vermuten: 

Satz40. Jede schiefsymmetrische Determinante gerader 
Ordnung läßt sich als Quadrat einer ganzen rationalen 
Funktion der Elemente schreiben. 

Wir beweisen dies durch einen Schluß von n — 2 auf n. Wir 
nehmen also an, daß der Satz für schiefsymmetrische Determinanten 
(n — 2)! Ordnung bereits bewiesen ist, und zeigen, daß er dann 
auch für solche von nt Ordnung gilt (n gerade), Da wir ihn im 
Falle n = 2 und n = 4 bestätigt fanden, so gilt er allgemein. 


Schiefsymmetrische Determinanien von gerader Ordnung 135 
5 
Entwickeln wir die schiefsymmetrische Determinante 
My Garn | 
bes | Qal ay ... Qan 
| Qal Aag ER, Can 
nach der letzten Zeile und letzten Spalte (vgl. § 42), so ergibt sich 
Aria Din Mre 4, Zr Dln lsn A,, 
ns=1,2,..„n—]) 
4l, ist das algebraische SR von «a,, in der Determinante 


8 


ig TESI 


| i 
| | 
= | Rn flrs Qo, n-1 


lla- 1,n- $ 


| 
| @a-1,1, Una ne 
die nach Satz 88 gleich Null ist. Da n gerade ist, so ist die 


reziproke Determinante von B symmetrisch. Man hat also 
4, Tr, Asr 
Wegen B= 0 sind in der reziproken Determinante alle zwei- 
reihigen Minoren gleich Null (vgl. § 39) Insbesondere ist 
AAN 
rr. 78 =: 4, i SAs u 0. 
Ard 


Wir setzen voraus, dab Satz 40 für (x — 2)-reihige schief- 
symmetrische bereits bewiesen ist. Solche Determinanten sind 4,, 
und A, Es ist also 

Aw’; nel, nl) 
und jedes «, setzt sich aus den Elementen von A durch Additionen, 
Subtraktionen und Multiplikationen zusammen. Die Vorzeichen der «, 
können wir noch beliebig wählen. 

Nehmen wir an, daß «, + 0 ist. Nachdem wir uns dann bei «, 
für ein bestimmtes Vorzeichen entschieden haben, wollen wir «,, ..., «@, 


so wählen, dab 


Ar = @ C, 
wird (r = 2,8,...,n). Das können wir, weil 
9724; Ajos 273 
Uie A shis ie, 


ist. ; 
Jetzt sind @, &, -.-, @, völlig bestimmt, Man überzeugt 
sich leicht, daß i 
4 =u, u, ns= E O G 
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ist, Man hat nämlich 
A Ais 


= 0, 
A, 4, 


also 
a” A= 4” U, Ug, 
woraus wegen &, +0 das Behauptete folgt. 

Sollte &, = 0 sein, so gehe man statt von «, von irgend einem 
andern «, aus, das nicht gleich Null ist. Sollten œ, œp, ..., @, 
alle verschwinden, so sind auch alle A,, gleich Null, und man hat’ 
4.,=e,0.n,3=123,...,nr—l). ; 


Auf-Grund der Relationen 


Aac eg ns=1,2,...,%r—]) 


wird nun 
i 
= Ses 2 
A =D U, U, lrn Qin 7 CRA Ar Qa n Cg ar Oaou Moin N) $ 
8 60. Zweiter Beweis des Satzes 40. 
- Dem Glied 
ROTEN? 
sgu nen, Alr, ra» + + Anry 
der Determinante 
Gi Az un 
a re 
a, Ang rer Oan 


wollen wir die Substitution (vgl. § 7) 


Sed PEN 2) 

ri To PEAS Ken 

zuordnen. Dann sind die n! Glieder von A mit den n! Substitutionen 
der Zahlen 1, 2,..., n gepaart. 


sen (, En) 
5 ren, 


2 n 

ist gleich +1 oder —1, je nachdem S eine gerade oder eine 
ungerade Substitution ist. 

Wir denken uns jede Substitution in ihre Zyklen zerlegt und 
berücksichtigen dabei auch die eingliedrigen Zyklen. 

Wenn die Determinante A schiefsymmetrisch ist, so ent- 
spricht jeder Substitution S, in der ein eingliedriger Zyklus vor- 
kommt, ein verschwindendes Glied von A. Enthält S den ein- 
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gliedrigen Zyklus (r), so tritt in dem zugehörigen Determinantenglied 
der Faktor a „ auf, der gleich Null ist. 

"Alle Substitutionen, die eingliedrige Zyklen enthalten, können 
wir also beiseite lassen. 

Wir beträchten jetzt diejenigen Substitutionen, in denen ein 
Zyklus mit ungerader Elementzahl vorkommt. Entbält eine Sub- 
stitution mehrere solche Zyklen, so soll unter ihnen der Zyklus 
der erste heißen, in dem das niedrigste Element auftritt. 

S sei eine Substitution von der betrachteten Art und der erste 
Zyklus mit ungerader Elementzahl sei (r, r,...r,). p ist eine der 
Zahlen 3, 5, .... Ersetzen wir den Zyklus (r) r, ...7,) durch 
("ra >: 7) 80 entsteht eine von S verschiedene Substitution S 
und mau hat (vgl. 8 7) 

sgn S = sgn Š. 


(r, Tpi ++ 7) ist bei S der erste Zyklus mit ungerader Element- 
zahl. Kehrt man also den ersten derartigen Zyklus bei 5 um, so 
gelangt man wieder zu sS. 

Die beiden Determinantenglieder, die zu S und zu $ gehören, 


unterscheiden sich nur in p Faktoren. An die Stelle von ~ 
Ayers Wp-ırp ypri 
tritt beim Übergange von S zu Š 


Arprpeyr ** Onn Ar rp = (Pay e> Arp- rp Arpr: 
=— ünn -o rpi rp rpn’ 

Die zu S und Š gehörigen Determinantenglieder sind somit 
entgegengesetzt gleich und heben sich auf. 

Wir brauchen hiernach nur solche Substitutionen in Betracht 
zu ziehen, wo jeder Zyklus eine gerade Zahl von Elementen ent- 
hält. Denn den übrigen Substitutionen entsprechen Determinanten- 
glieder, deren Summe gleich Null ist. 

Hieraus ergibt sich auf eine neue Weise, daß eine schief- 
symmetrische Determinante von ungerader Ordnung gleich Nuil ist 
(vgl. Satz 38). Denn eine Substitution, die sich auf eine ungerade 
Anzahl von Elementen’ bezieht, kann nicht in lauter Zyklen mit ' 
gerader Elementzahl zerfallen. 

Wir wollen jetzt die Ordnung n der schiefsymmetrischen De- 
terminante A als gerade voraussetzen. 

S sei eine Substitution, in der jeder Zyklus eine gerade 
Elementzahl aufweist. In jedem Zyklus schreiben wir das niedrigste 
Element als erstes. Ist 
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(Ti 13... 725) 
ein Zyklus von $, so entsprechen ihm folgende Faktoren des zu S 
gehörigen Determinantengliedes 
Rrıras Orar tee frag- 1 T29? Arao 2 
Wir wollen sie in zwei Klassen sondern. Zur ersten Klasse 
rechnen wir 
Arras rry arts Argo i Tay? 
zur zweiten Klasse 
Ars) Ar ry» EAF yon‘ 
Machen wir dies für alle Zyklen (r, 7, ... r20); (S1 33 ++: S20) +» 
von S, so geben die Faktoren erster Klasse das Produkt 


Beige Mag Onm tee legina"? 
die Faktoren zweiter Klasse das Produkt 


QE anne. rygory Osm tee ngga teet 
Sowohl in P als auch in Q haben wir »/2 Faktoren mit durch- 
weg verschiedenen Indizes. 
(PR) Vis las ease) Topai Loola Sarean, a1 Mas ce 
und 
OE TTE E T ET ONE NIEREN 


sind also Permutationen von 1, 2,...., n. Die erste enthalte p, 
die zweite q Derangements. Dann ist nach § 6 (Schluß) 


sgn S = (—1)r +s; 


s= [5]: 


Das zu § gehörige Determinantenglied lautet demnach y 
(—1) P. (—1) Q. 

Man gelangt von diesem Produkt auf folgende Weise zu S zurück. 
1 stehe in den Doppelindizes von P mit k, zusammen, k, in den 
'Doppelindizes von Q mit k, Im Falle k, en ist (1%,) ein Zyklus 
von © Wenn k, noch nicht gleich 1 ist, so suche man den Index k, 
auf, der in P mit k, zusammensteht, dann den Index %,, der in Q 
mit k, zusammenstcht, und fahre fort, bis man zu 1 gelangt und 
einen Zyklus von S gewinnt. Darauf beginne man mit dem niedrigsten 
der noch übrigen Indizes wieder einen Zyklus. Man sieht zunächst 
nach, mit welchem Index er in P zusammensteht, usw. 


denn man hat 


Bus 2 2m. -o 
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re. ee” 

Wenn man in dem Produkt P zwei Faktoren vertauscht, so 
bleibt 
: (HIE 
ungeändert. Denn diese Vertauschung läßt sich durch zwei Ver- 
tauschungen je zweier Indizes in ® bewirken. 

Ebenso bleibt (—1)” P ungeündert, wenn man die beiden Indizes 
irgend eines Faktors a,, von P vertauscht. Denn dadurch ver- 
wandelt sich (—1)? in ne und andererseits tritt an die Stelle 
von a,, der Faktor a,, = — a, 

Aus dem Obigen. geht nun hervor, daß 

A= (It (—1} P Ja 
ist, wobei sich die Summation über alle verschiedenen Ausdrücke 
(—1)? P erstreckt. Als verschieden betrachten wir solche Ausdrücke, 
die auch nicht identisch werden, wenn man die Relationen a, ,= — a,, 
benutzt. 

Wie viele solche Ausdrücke (—1)” P gibt es? Der Index 1 kann 
mit jedem der n — 1 Indizes 2; 3, ..., n zusammenstehen. Wenn 
ein Glied z. B. den Faktor a,, enthält, so kann 3 mit jedem der 
n — 3 Indizes 4, 5, ..., » verbunden sein. Enthält ein Glied die 
Faktoren a,,a,,, so kann 5 mit jedem der n— 5 Indizes 6, 7, ..., 
vereinigt sein usw. Man sieht auf diese. Weise, daß es 


(n — 1) (n — 8)... 8-1 
verschiedene Ausdrücke (— 1)? P gibt. 


Beispiel. 


Um die obigen Betrachtungen dem Leser noch klarer zu 
machen, wollen wir den Fall n = 4 als Beispiel benutzen. 
Es gibt hier folgende Ausdrücke (—1% P: 


Aig Oggy Ay Tzs Ais Ayz- 
Das Quadrat von 
S (— 1) P = (a ayy H g las H t Ganie 
wird N 
Qia Ogg fya Agy F lig Asp Cig Aga E Ajg gg 94 Ay 
+ Gy Ag * o gy F Gy yg yo F hig Ayo" Aig ag 
F aia og * Chg Aga F Gja Oog ° Cig lya Gr Og Ay hg $ 
‘Die den einzelnen Gliedern entsprechenden Substitutionen sind 

folgende: 
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(12)84), (1243), (1284), 
(1342), (13)(24), (1324), 
(1432), (1428), (14)(23). : 


Das sind gerade die Substitutionen in den Elementen 1, 2, 3, 4, 
die nur Zyklen mit gerader Elementzahl enthalten. Die zugehörigen 


Glieder der schiefsymmetrischen Determinante 
Ma Ma Aig ya | 

|a 
a= | 

| Ay] Ay, Q33 Agg 

| a 


| lar Caz hya Oaa 


21 %22 T23 ya 


geben folgende Summe: 
Qio O21 g4 Q43 — Qiz Qag Cas O81 — Ciz Rp Cag Ay] 
— lig Agg yz lay F Aig By zg lyg — Mig Aga Qog Ayy 
— Aia Ogg Agg Car — Ag Tyg Tag Qay F Ajg Ayy Ayg Ago: 
In Anbetracht der Relationen a,,= — a,, ist sie mit dem oben 
angegebenen Quadrat von 


> R Aig Agg F Ay Ayo F Ay A25 
identisch. 
861. ‚Prarrsche Aggregate. 


In 8 60 zeigten wir, daß eine schiefsymmetrische Determinante 
n"! Ordnung (n gerade) das Quadrat einer aus 


1-3... (n— l1) 
Gliedern bestehenden Summe 
Dr P 
ist. Dabei bedeutet P ein Produkt von der Form 
Qr To Ar, A Ar n-1Irn? 
wo 
Br e 


eine Permutation von 1, 2,..., n mit p Derangements darstellt. 
Je zwei Glieder jener Summe werden auch dann nicht identisch, 
wenn man die Relationen a,,=— a,, berücksichtigt. 

Man nennt $(—1) P ein Prarrsches Aggregat und be- 
zeichnet es nach Jacosr mit 

(E32, 2.000,07) 

Die Glieder von (1, 2, ..., n), die den Faktor ar r, enthalten, 

haben die Form 
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` 
(—1} Oki ky Orra oee Oraii rn? 


wobei fa, 74, ..., r, eine Permutation der Zahlen k,, k, ..., k 
ist, die in der Reihe 1, 2,...,n übrig bleiben, wenn man k, und k, 
streicht. In der rien 


kis kas Tas Par seen Tn 
mögen k Derangements von k; und k, herrühren. Dann ist 
p=k+ P, à 
wenn ‘wir mit die Anzahl der Derangements in fg, fys +++, 7, 
bezeichnen. Es wird hiernach 


(ar De Aki ke rar 9 Arnain (= 195 ak, HA 1)? Qr, ry ete Am-ımı 
und die Summe aller Glieder von (1, 2, ..., n) die den Faktor ar r, 
enthalten, lautet 

ln DS Gy, Bil EF; 1)? Arry ee lrn- T E 18 (Uk; ke (kgs kys a} kn)- 

(kys kys -e %,) wollen wir das Komplement und 

(= 1DE (kgs hy. ky) S 
das algebraische Komplement von ar. rin (1, 2,...., n) nennen. 
Bezeichnen wir dieses algebraische Komplement mit Ar r, so läßt 
sich (1, 2, ... n) so schreiben: 
Yo, VE tler + un) 
In jedem Glied von (1, 2, ..., n) kommt nämlich der Index k vor. 
Ersetzt man die Elemente 


> Akis pos +9 Oen 
bezüglich durch 
ars har 9 Ans 
wobei ¿= k sein soll, so geht (1, 2, ... n) in 
U F ta Wa Hoi 4 An Yan 
über; denn U, Ws -o U, sind von dem Index % gänzlich 
frei. Das Quadrat von (1, 2, =.. n), d.h. die schiefsymmetrische 


Determinante 


4, t An 
Gy; Qog -ee lon 
Bil 


"ı Das Glied mit az, füllt wegen arı = 0 fort, wie wir auch Mz, wählen. 
Wir wollen aber Wr, = 0 setzen. 
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verwandelt sich dabei in eine Determinante mit zwei überein- 
stimmenden Zeilen (und Spalten). Daraus folgt, daß 


Ur ta U t--- +0, 4, = 0 


ist, sobald ¿ von k verschieden. 


862. Die Reziproke einer schiefsymmetrischen Determinante 
gerader Ordnung. 


(1, 2,..., n) sei ungleich Null und W,, das algebraische Kom- 
plement von a, in (1, 2, ..„ n), A,, aber das algebraische Kom- 
plement von a, in der Determinante (1, 2, .. n)’. 

Um die Beziehung zwischen %,„, und A,, zu finden, bedenke 
man, daß 

4 As ty Ast. + An = (2,22 0% 
und 

An Fr As te Hansam bei, 
außerdein aber 

Id Fr Ast. ra, el, 2,2. 00) 
und 
a tra, tr. ta, = 0 kmh. 


Man ersielt hieraus, daß 


Ze AT N, Ahern: Anne" 
BERNER IPB N A ee 


und 
Yun Wos on Up, 


dasselbe System von n linearen Gleichungen mit nicht verschwinden- 
der Determinante befriedigen. 


Da ein solches System nur eine Lösung hat, so folgt 


Ar 
A DRI W 
oder 


Ap = (l, 3...) U: 


Durch eine Stetigkeitsbetrachtung überzeugt man sich, daß diese 
Formel auch im Falle (1, 2, ... n) = 0 gilt. 

Die algebraischen Komplemente von a,, in dem Prarrschen 
Aggregat (1, 2,...„ n) und in der Determinante (1, 2,..., n)? unter- 
scheiden sich also nur um den Faktor (1, 2, ..., n). 
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863. Lineare Gleichungen mit einer von Null verschiedenen 
schiefsymmetrischen Determinante. 


Das System 


| aaa he e Faa = bi 
| 4 


(1) 


x 


iR tz Ang Ta Aar Far An? n Ey 
dessen Daaraan. "es hiefsyiiinettiäch und von Null verschieden 
sein soll, hat nach $ 22 nur die Lösung 


= Ay t b Apn +... + nAn 


LAD (1,2, 2. 9)? s 
E bi Ars + ba Aag Heee t Du Aans 
2 CERERE y X 
aa D Ab AR An j ` 


“n on) 
Wegen der Relationen 
AE en) 
nimmt diese Lösung folgende einfachere Form an: 


pa D Wis H be Ma Heee t bn Wai 


1 RS) à 
í r a WA E h Na Hor + b Nn 
PATa Ran) 2 
A h EIER t Š BEN. Ku, 
Re ED) 


Der Ausdruck - 
b UR + b,%;,; +...+ b Wik 
entsteht nus 
Mr Air ta Art: F ak Anz 


oder aus (1, 2, ..., n), indem man 
Mk Qo% er, Our 


bezüglich durch 
t$ bis b,, I, ba 
ersetzt, 


Schreibt man statt b, bss » ++, 2, 


Ain Bun 9 unl oder Au ang en T nyın? 


so geht 
U, +5, U, +. +6, Ur 
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dadurch aus (1, 2,...,n) hervor, daß man den Index % durch n + 1 
ersetzt. 

Es gilt also für die Auflösung des Systems folgende Regel, die 
ein Analogon der Cramerschen Regel ist (vgl. § 22): 

Man ersetze in P = (1, 2, ...„ n) den Index k durch n + 1. 
Das so entstehende Aggregat heiße P.. Dann lautet die Lösung 
des Systems (1) 


my = ed a= ne 
864. Rang einer schiefsymmetrischen Determinante. 


— Die schiefsymmetrische Determinante 


ir tiz SAES Ain 

aay Aag s» s Q 
(1) 21 722 2n 

Aal Maasi Qan 


habe den Rang r. Dann ist (vgl. § 52) die Matrix ihrer r-reihigen 
Minoren vom Range 1. ; 
Ist nun z. B. 
Urin Okki e Okil, 


Art Ma + Ar. 


Akt Any * + + Al. í 
von Null verschieden (k < ky <... <k, und h <ha L.e <i) so 
müssen wegen 


Ark, Okka * + + Oki ky Ay, Oike Ay, 
ÜUlygkı Chaky + + kyky du, kh.» Gls ly 
Uppk; Unpkar + + kur U, un +++ Ar, 
Ar Ok hee Ak Clk Ay +++ Anh 
I At Ik ++ Aki ly Akk, Alky e Ak 
Okri Okel +t Ukri Apki Qin ka +t Ol, ky 
ak, I; akh. Qkit; 2 


(1yr | eh Man er Am 
\ / 


Akpet Ak, a STAS Akp ly 
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ER TEEN 


auch 


Ag An Akke | Onh Ghi A, 
kyk, aka r + Okky : Ay kh +. Ay, 
Akpky Okpki* + kp ky Alph pl’ ee An 


ungleich Null sein, 

Damit ist der folgende Satz bewiesen: 5 

Satz 41, In einer schiefsymmetrischen Determinante 
vom Ranger gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen 
Hauptminor. 

Da eine schiefsymmetrische Determinante von ungerader Ordnung 
‚den Wert Null hat, so muß der Rang r stets gerade sein. 

Wenn in dem Symbol 

O R T 
gewisse Zahlen gestrichen werden, so entsteht ein ähnliches Symbol 
(Ks). 

Wir wollen (k, ky, ..., kp) einen p-gliedrigen Minor von 
(1, 2, ..., n) nennen. Im Falle eines geraden p ist (k,, ky, ..., kp) 
ein Prarrsches Aggregat. Im Falle eines ungeraden p soll 
(kis kys ou. k,)= 0 Bein, 

Hat die schiefsymmetrische Determinante (1) den Rang r, so. 
gibt es nach Satz 41 unter den r-gliedrigen Minoren von (1, 2, .. n) 
einen von Null verschiedenen. Alle mehr als r-gliedrigen Maoren 
von (1, 2, ..« n) sind dagegen gleich Null, 

(kis kas -u kp) sei ein nichtverschwindender Minor von (1,2, ..., n} 
Dagegen seien alle (p + 2)-gliedrigen Minoren, in denen ( je a, kp) 
als Minor steckt, gleich Null. Dann ist der Rang von (1) gleich p. 


Es sei z. B.? 
(1,2,..,p)#0 


1,2%... hl)=0. (i=p+l,..,n 


Bezeichnen wir mit 


und 


Br Den Bun Ba 
die algebraischen Komplemente von 

5 Orry o Ar ar 
in der schiefsymmetrischen Determinante 


1 Durch Vertauschung von 1, 2, :.., n läßt sich dieser Fall herbeiführen, 


Kowaukwakt, Determinanten 10 
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I  — 


Gyr ip An Ar 

a 2 
apie Opp lpk Apı HE MAESA A AA i 
Aki -ee %p Okk %ı 
Uy -e ip Gik On 


so ist nach Satz 28 
Der Byr | 
V, Bu | 
Nach Satz 38 hat man nun 

Dır = Bu = 0. 


R Dar EE AE A 02,9: 60)? aE 


Es ergibt sich somit 
Byr EA B= 0. 


Wir sehen hieraus, daß in (1) alle (» + 1)-reibigen Super- 
determinanten von 


Gii 4g rd, 


x Gy, zg.» Ay, 
N ER 


gleich Null sind, Nach Satz 18 können wir also schließen, daß (1) 
.den Rang p hat. 

Um den Rang der Determinante (1) zu finden, kann man jetzt 
so verfahren. 

Man sucht in (1, 2, ...,n) einen zweigliedrigen Minor, der von 
Null verschieden ist. Gibt es keinen solchen, so hat (1) den Rang 0, 
Andernfalls lassen sich die Indizes 1, 2, ..., n so vertauschen, daß 
gerade (1, 2) von Null verschieden ist. 

Sind alle Aggregate (1, 2, k, 2) gleich Null (k,2=3,...,n), so 
ist (1) vom Range 2. Andernfalls läßt sich durch Vertauschung von 
3, 4, ..„ n bewirken, daß gerade (1, 2, 3, 4) von Null verschieden ist. 

Sind alle Aggregate (1, 2, 3, 4, k, l) gleich Null (k,I=5,...,.n), 
so hat (1) den Rang 4. Andernfalls. läßt sich durch Vertauschung 
von 5, 6, ...„ n bewirken, daß gerade (1, 2, 3, 4, 5, 6) von Null 
verschieden ist. Usw. $ 

Wir sehen hieraus, daß nach geeigneter Vertauschung der 
Indizes 1, 2, ...„ n die Aggregate 


M A E Aaa, (G12 nn) 
von Null verschieden sind, während die Aggregate 
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ne) 
verschwinden (k, Z=r+1,....n).! r ist dabei der Rang von (1). 
Bei einer a eräcen Determinante läßt sich etwas Ähnliches 
erreichen. Es gilt nämlich auch für symmetrische Determinanten 
der folgende Satz. 
Wenn die (p + 1}-reihigen und (p + 2)-reihigen Hauptminoren, 
in denen ein von Null verschiedener »-reihiger Hauptminor steckt, 
alle VERRTndEn, so ist der Rang der sy anoncian Determinante 


gleich p.? 
Hieraus ergibt sich leicht, daß eine ea Determinante . 
a ee | 
Oi Ajse sn 
& | a,, np Gun 


vom Range r nach geeigneter Vertauschung der Indizes 1, 2, ..., n 
von folgender Beschaffenheit ist: 
In der Reihe 


1} 
se! (Nr 
| 
a,a 
ja P LASAS Qa Qag Qa, 
| t) Ay Í . . . 
| Qa 0,7 anr | 


sind das erste und letzte Glied von Null verschieden und nie zwei 
benachbarte Glieder gleich Null. 


$ 65. Lineare Gleichungen mit verschwindender schief- 
symmetrischer Determinante. 


Wir betrachten das System (1) in § 63, dessen Determinante 
schiefsymmetrisch und gleich Null sein soll. n braucht also jetzt 


nicht gerade zu sein. 
Aus 829 wissen wir, daß das stm dann und nur dann 


Lösungen besitzt, wenn die, beiden Matrizen 
4 Aig ... Im 
0 a 
E E AS 
1 Man denke sich (1) eventuell durch Nullen geindert. 


2 Beweis ebenso wie bei der schiefsymmetrischen Determinante. 
10* 
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und 
Ag Gar ain 0 
(2) Aaj zg: e lan ba 
ni Ans EREN Qan ba 


gleichen Rang haben. 
Nun ist der Rang der schiefsymmetrischen Matrix 


MY Apr. di 


; . MA FURER 
(3) EEA 

Aal Qaa ERN Oan b, 

db —b...—b,0 


höchstens um 1 höher als der von (2). 
Bezeichnen wir also mit »,, r}, r, den Rang von (1) bzw. (2) 
bzw. (3), so ist 


ir 


PEEN NE ee ner, 


also auch 
nzn,=2En+ 1» 
Da r, und r, gerade Zahlen sind, so folgt hieraus 
T3 = ri . 


Wenn r, =r, ist, so muß auch 7 =r, sein. Denn es ist 
immer nSr,=r,. 

Ein Gleichungssystem 
x art. +, m = 
Ay, a Za tHo F arp Lp =, 
lal +0, ar Onn Da = db, 
mit schiefsymmetrischer a hat also dann und nur dann 
eine Lösung, wenn die Matrizen (1) und (3) von gleichem Range sind. 

Bezeichnen wir den gemeinsamen Rang von (1) und (8) mit r, 
so läßt sich durch Vertauschung der Indizes-1, 2, ..., n erreichen, daß ‚ 


2 (1, 2,..,r)#0 
ist, Nach 824 sind dann die n+1-—r letzten Zeilen von (8) 
lineare Kombinationen der r ersten! Wir dürfen uns deshalb auf 


die r ersten’ Gleichungen des Systems beschränken. Diese schreiben 
wir in folgender Form; 


1 Den trivialen Fall » = 0 lassen wir beiseite. 
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ss. 2 m m TIL m 
art teeta, T =, t tt 


Bin { r 
Qa Ñ A SH; a, ler Gt r..+ Gun 5) An b, 


und wenden auf sie das in & 63 dargelegte Verfahren an. 


Wir wollen 
1,2,..,n=P 
setzen und unter 
P; k=1, 2,..„ r; jer+tl.„nd+ 1) 
das Prarrsche Aggregat verstehen, das aus P entsteht, wenn man k 
in j verwandelt.. Dann ist nach $ 63 


a Ara De Ant Pass ; 
1 =- 5 
Tz = P , 
> — “ — 
v a Porz Br Der Pen E Prati, 
, = 


Dabei darf man x, ,,, -.., z, ganz beliebig wählen. 
Da auch die letzte Zeile der Matrix (3) eine lineare Kombination 
der » ersten ist, so erfüllen diese Werte der æ auch die Gleichung 


ba tbat +... +5,20, = O. 


& 66. Determinanten gerader Ordnung, dargestellt durch 
Prarrsche Aggregate. 


Wir betrachten eine Determinante von gerader Ordnung 2» und 
schreiben sie in folgender Weise: 
aa Ude 


[2 + 
Ay; Aa, bz bi 


(1) D= 
Ga du dus. | 
Vertauschen wir die erste und zweite Spalte, die dritte und 
vierte Spalte usw., so multipliziert sich D mit dem Faktor (— 1)”. 


Es ist also 


1 Statt bi, bs, s. du schreiben wir wie in § 63 @ayayı, +++ Quango: 
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2 m U ae 
D=(-1} Ggy Any dyy du, --- N 

Ay Gr dr Ir PETER) 
oder (vgl. Satz 5) 


4 At, by Sb 


+ + 
aa =a; bi m O en 


(2) D = 
as a, bb 


Aus (1) und (2) ergibt sich nun durch Multiplikation nach Zeilen 
Pii Pis *** Pin 


(8) D? = Por Poz LE Pon 
à | Pani Pas Artur Pan 
wenn wir 
a, a’ — C a, + b, b, =- b, br. = Prr 
- setzen. 
Da offenbar 
Pie er Pır , 


so ist die Determinante (3) schiefsymmetrisch. ; 

Mit (1, 2, ..„ n) werde das Prarrsche Aggregat bezeichnet, 
dessen Quadrat die Determinante (3) ist. Dann folgt aus (8) 
(4) = (1,2, un): 

Daß das Vorzeichen der rechten Seite richtig gewählt ist, er- 
kennt man durch folgende Überlegung. 

In (1, 2, ..., n) tritt das Glied 

Diz Pss +e Pa-ın 

mit dem Zeichen + auf. Nun ist aber 


In dem ausgerechneten Produkt p, Py, --- Pa-ı,n kommt also 
das Hanptglied von D, d.h. 


a, a, b, by 


mit dem Zeichen -+ vor, wie in D selbst, und kein andres Glied 
von (1, 2, ....n) enthält a, a, by b,‘... als Bestandteil. 
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Wir wollen Formel (4) auf die Determinante 


a 


D=|: 

” Ug Gy be de 

aa abe. 
anwenden. Setzen wir Na T 
Prs En a, a, Arge" Q, a, ar b, b, FaN b, b,, 
so wird $ 
D = Pis Pss F Pig Pss F Pis Poso 
weil die rechte Seite gleich (1, 2, 8, 4) ist. 

Falls die Determinante (1) selbst schiefsymmetrisch ist, enthält 
die Formel (4) den Satz, daß das -Quadrat eines Prarrschen 
Aggregats sich wieder als Prarrsches Aggregat schreiben läßt, und 
zwar mit derselben Gliederzahl. 


8 67. Schiefe Determinanten. 


"Wenn man die Hauptelemente einer schiefsymmetrischen Deter- 
winante durch irgendwelche Zahlen ersetzt, so entsteht eine Deter- 
minante, die man als schief bezeichnet. In einer solchen Deter- 
minante ist also 

a,=-a, CZs) 

Wenn die Hauptelemente einer schiefen Determinante alle 

gleich x sind, so können wir sie in folgender Form schreiben: 


utz RR NR 
% Ant a 
D(a) = | en u 5 @,= 4) 
| Qal Ana Aon | 


Nach $ 53 ist diese Determinante gleich 

+ Sie rr... +8, 
wobei S, die Summe aller k-reihigen Hauptminoren in der schief- 
symmetrischen Determinante 


| @ı RUE 

D | Ay Ga en | 
nz 
LE sT 


hodeutet. 
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Da jeder Hauptminor einer schiefsymmetrischen Determinante 
selbst schiefsymmetrisch ist, so verschwinden nach Satz 38 alle S 
mit ungeradem Index, während alle S mit geradem Index Summen 


von Quadraten sind (vgl. Satz 40). 
Die schiefe Determinante D(x) reduziert sich also auf + 


a Sarah... 
Wenn m >Q ist, so wird 
D(+ a) = (+ 1) "+80"? + 8,0" H. 


Die Klammar besteht aus lauter nichtnegativen Gliedern, und eins 
von ihnen, nämlich æ”, ist positiv. Wir sehen hieraus, daß die 


Gleichung 
.Da)=0 


keine von Null verschiedene reelle Wurzel haben kann. 
Die Wurzel z = 0 hat sie nur dann, wenn D = 0 ist. 


$ 68. Kontinuanten. 


Die Kontinuanten sind schiefe Determinanten von der Form 


ee EB) 
u a El) 
K=|0 -12,...0 
| Ve 
Die ‚Elemente 
i Qizi Magy eo An-n s 
sind gleich 1, die Elemente 
Qaj Oggi e Oial 


gleich —1 und die Hauptelemente gleich m, 2,, ..., 2, Alle 
andern Elemente sind gleich Null. 
Wenn man die Kontinuante X, ausrechnet, so ist jedes Glied 
von ihr das Produkt gewisser æ, versehen mit dem Koeffizienten 1. 
In der Tat ist 
K = 3, 
K =q +1 
usw. 
Um uns von der Allgemeingültigkeit des Satzes zu überzeugen, 
entwickeln wir K, nach der letzten Zeile. Dann erhalten wir 


a nn - ii mm -ee emea 
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ee) 
> ai) N) 
K =e K at] 0 -1%...00 


OAR E a E 
Entwickeln wir die letzte Determinante (die aus X, durch Streichung 
der letzten Zeile und vorletzten Spalte entsteht) nach der letzten 
Spalte, so ergibt sich 
K, un Kai T Ku-a y 

Diese Formel hätten wir auch direkt gewinnen können, und 
zwar durch Entwickelung von K, nach der letzten Zeile und letzten 
Spalte (vgl. § 42). 
Wenn K,_, und X,_, aus lauter Gliedern mit dem Koeffizienten 1 
bestehen, so gilt dies wegen der obigen Rekursionsformel auch 
für X,. Nun haben X, und K, die in Rede stehende Eigenschaft, 
folglich auch K,, K,, » - - 

Auf Grund der Rekursionsformel ist es leicht, die Gliederzahl 
von K, zu berechnen. Nennen wir sie k,, so ist offenbar 


Da kn = k1 + Kung: 


ist, so folgt 


k =k tk = 8 
usw. 
Die Folge ki, k,, kęs... oder 1, 2, 3, 5, 8,... hat die Eigen- 
schaft, daß vom dritten Gliede ab jedes Glied die Summe der beiden 


vorhergehenden ist. 
Setzt man wie gewöhnlich 


(a + b)” = S E an= k bk, 
k=0 k 
s0 wird 
(a + by tt = (a + b) (a + b)" 


Si Si) an- k+LIk 4 > An—k pktl, 


Andererseits ist 
ntt 
(a + d)r +1 ES iy a a” ti=jipi, 


j= 


1 > Kontinuanten 


Durch Vergleichung der beiden Ausdrücke für (a + b)*+1 erkennt 


man, daß , 
n+1\ _ 5 | n 
| 1 


ist, Wenn man vereinbart, daB j für k=— 1, o .. und für 


k=n+1,n+2,... gleich Null sein soll, so gilt diese Formel 
ganz allgemein. 


Mit ce, werde nun die Summe aller (3) bezeichnet, bei denen 
n+ k= s ist. Dann folgt aus der obigen Formel 
0,40, e=) 
Die Folge c, C,» 6, ... hat also auch die Eigenschaft, daß vom 
dritten ab jedes Glied die Summe der beiden vorhergehenden ist. Da 


a= (i) = i a= (8) (i)a 


so stimmen die Folgen 
kirakan eah an And O Oi 
in ihren beiden ersten Gliedern überein. Daraus folgt aber wegen 
k, = FE F 0 und Ca m on O n-39 
daß sie in allen Gliedern übereinstimmen. Es ist also 


(a) 


Der Name Kontinuante hat seinen Ursprung in der Be- 
ziehung, die zwischen diesen Determinanten und den Ketten- 
brüchen (fractions continus) besteht. _ 

Aus der Rekursionsformel K, = æ, Kp, + &,_, ergibt sich 


Kr Kii 
re Te zZ 
oder, wenn wir > 
. TA pe Q, 
setzen, 
Q, =D, A : 
On-ı 
Aus demselben Grunde ist aber 
1 
eat 
=. + 5- 
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Da nun 
K, Tile t1 1 
nn = rt 3:25 
o= E a 


ist, so folgt aus den obigen Gleichungen 


Ein Kettenbruch läßt sich also als Quotient von zwei Kon- 
tinuanten darstellen. 

Ersetzen wir 2, &,,..„ 2, durch £., 2,_1»..„2, und kehren in 
K, und K, die Reihenfolge der Zeilen und Spalten um, so finden 


n 


wir, daB der Kettenbruch 


1 
en 1 
"+ rs 
In 
gleich dem Quotienten von 
E ERORO 
1% 1...0 
0 —ixz... 0 
| 000... 
durch 
2.10, 
10 1,0 
0 —1x...0 
NEN RE 
ist. 
Ersetzt man in X, ‚alle v durch 1, so wird offenbar 
K, = k,. 
Daraus folgt, daß die Determinante 
l a SEa 
Fe SA: EM EES L 
0 —-11...0 
DEREN] 


den Wert k, hat. 
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$ 69. Die Determinauten W. Voıers. 


W. Vorcr, Drupe und Barrzer haben Determinanten von: 
gerader Ordnung untersucht, die von folgender Form sind: 


‘ 


O IN E N AA 
ba —d on.: 
De)a bb op 
EENES 


—b, a —d ¢ 


Sie setzen sich aus n Zeilenpaaren von der Form 


A EEN AREE N E 
—b a —d c.. 
zusammen. Die a, b, c, d, ... sollen sämtlich reell sein. 
Wir wollen in D die mit der imaginären Einheit ¿ multiplizierte 
2v® Zeile von der (2v — 1)'® abziehen (v = 1, 2,..., n) und, nach- 
dem dies geschehen ist, die 2vt° Zeile mit dem Faktor 2i versehen. 
Dadurch erhalten wir 
a+bi, b-ai, e+di, d-ci, 
— 2bi, 2ai, — 2di, 2ei, 

(2Y D= |a +hi bai a tat, d-giz:.. 
E af a. De 

Addieren wir jetzt zu der 2v Zeile die &v— I)" v=1, 
2, ...n), So ergibt sich 

a+bi, b-ai, c+di, d-eci, 
a—bi, b-+ati, e—di, d-+oi, 

(2? D = tb, bai athi date 

bi, b tai odi d titi .: 


oder, wenn wir aus der 2ten, 4ton ,,, 2nten Spalte den Faktor i 
herausziehen, 3 
a+bi, — (a+bi, c+di, — (e+dù, 
a--bi, a—bi, e—di, e-di, 
2"D=|a-+bi =a thd, a+di, (td 
aq — b i, bi, di, a—di,. 
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Schließlich addieren wir zur 2vtea Spalte die (2v — 1)" (» = 1, 
2,..„ n) und ziehen aus der 2t, 4ten, ,,, 2ntea Spalte den Faktor 2 
heraus. Dann finden wir ` 
a+bi, i0; c+di, 0, 
a—bi, abi, c—di, ce-di, 
Deitasr ame 0, ara, 


abi, abi, 1 di, ya hi,:.- 


Geben wir den Spalten 1, 2, .. 2n die neue Reihenfolge 
18,00 10 L dm, 

so tritt zu D der Faktor (— 1) hinzu. Dabei bedeutet a die An- 

zahl der Derangements in der Permutation 1, 3, ..., 2n—1, 2, 


dika Aik 
Geben wir auch den Zeilen 1, 2,..., 2n die neue Reihenfolge 


nea OE A N A 4 000, 
so multipliziert sich D noch einmal mit (— 1)”. 
Es wird also 
a+bi, c+di, n, 0, 0, 
atdi athi 0, 0, 
a—bi, c—di, ..., a—bi, c—di, 
bi, ydhi,. abi, a —di,. 
Entwickeln wir D nach den n ersten Zeilen, so kommt 
| a—bi, co-di, ... | 


s—bi,a—dhi,... 


a+bi, c+di, 
D=|a+bi athi. 


Hieraus ergibt sich 

D = 4?+B?, 
wenn wir S 
a+bi, c+di, | 


a+bi,g+hi,...|=4A+Bi 


setzen. Es ist dann nämlich, weil wir die a, b, c, d, ... reell an- 
nehmen, ’ 
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a—bi, c—di, . 
=A-— Bi. 


N = EN i 


A unå B setzen sich. aus den, a, b, c, d durch Multiplikationen, 
Additionen und Subtraktionen zusammen und sind homogen von 
ntr Ordnung. 


Man hat z. B. > 

| Re OAE 

-ba-de|_ a+bi, c+de a—bi, c—di 
a, b, o d a+bi at+dij|a—ii 1 —-di 
a a o 


= (ac, — ca, +db — bd} + (ad — da + be — ch), 
weil 
a+-bi, c+di 


elle: (ac — ca -+ db, —bd)+ (ad —da +ba—ch)i. 


-Ferner wird 
Vae brar korad ine ET, | 
|—-b a —d o >f oe 
| LAA f 
bla und ih e 
E b ah ah 


4-44 o -h e 
a-+bi, as, er 
tb, +di,eo+fi 
a+b, i, co +d, i, e Ffi 
Nun ist aber 


a—bi, c—di, e—fi 
a—bi a-di,a—fi 
a, — b, t, C — d, i, 6 — fai 


a+bi, o+di, e+ fi 
athi atdi athi 
a, + bt, Ga tdi, e thi) 


a. S) a ande fi ee Le ARA. 

ei Ro 4 Ab a Alb da 

0 6,0, “a ha h ib o h bs d ®, 
RO VE er | ac La OVANA 
a a e Ach erg u 
bs O 4) da d e G o h bs d fal 
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Schreiben wir für eine Determinante von der Form 


rer 
a ı 4 
| Ya- Zal 


kurz (Œ y x), so ergibt sich für die sechsreihige Vorersche Deter- 
minante der Ausdruck 


{(ace) — (ad f) — (be f) — (bde)}? 
+ {bce + (ade) + lacf) — (bdf)}. 


Zehntes Kapitel. 
Orthogonale Determinanten. 


$ 70. Definition. 


Die Determinante 
Aa | 


Goi Aog +»: Ay, 


A = 


91 9,3: An 


heißt orthogonal, wenn das Produkt von zwei verschiedenen 
Spalten gleich Null, das Produkt jeder Spalte mit sich selbst aber 
gleich 1 ist (vgl. (§ 30)? 

Es gelten also bei einer orthogonalen Determinante die Relationen 


Qir ia + Qs, %,t:: sit Oar ea 0 (=> 
und 
Ur ir ar Azp Qop +..+ Qar Inr = 1. 
Setzt man. 
V = an Ty E hg Ty He Fair 


n= t baa t ES n? 


ER E .+a nn In 
und fordert, daß für alle Werte der x 
vr tr. tw tr... + 


1 Die Elemente @,. setzen wir als reell voraus. + 
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sein soll, so findet man, gerade die eben angegebenen Relationen. 
Sie lassen sich also in der einen Gleichung 2y,? = Xx? zusammen- 


fassen. 
Multipliziertt man A mit sich selbst, und zwar nach Spalten, 


so ergibt sich auf Grund dieser Relationen 


11.0.0204 
O 0 
oo 


Daraus folgt 
Satz 42. Eine orthogonale Determinante ist entweder 


gleich 1 oder gleich — 1. 


8 71. Die Reziproke einer orthogonalen Determinante. 
Löst man die Gleichungen 
ty mt. + Da = biy 
lyg Ty F Agg Bo Hee Fana Ty = bgs 
Ain T + Qa n Ta sr ain fn = b, 
nach der Cramerschen Regel auf (vgl, $ 22), so ergibt sich! 
Eu hda that Saeb Aik. lan) 


r 


Für den Fall, daß b, = 1 ist und alle andern b gleich Null, 
hat man also 


Aus § 70 ist aber zu entnehmen, daß in diesem Falle die 
Gleichungen durch 


- Bat Bud, DE 
befriedigt werden. Da es nur eine Lösung gibt, so folgt 
a = Arı 
‚et E ER 


Satz 43. In einer orthogonalen Determinante, die den 
Wert 1 hat, ist jedes Element gleich seinem algebraischen 
Komplement. In einer orthogonalen Determinante mit 


1 A,, ist das algebraische Komplement von a,, in A. 
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dem Wert —1 sind die Elemente und ihre algebraischen 
Komplemente entgegengesetzt gleich. 

Mit Hilfe der Relationen a,, = 4,,: 4 erkennt man, daß in einer 
orthogonalen Determinante das Produkt von zwei verschiedenen 
Zeilen gleich Null und das Produkt einer Zeile mit sich selbst 
gleich 1 ist. Man hat in der Tat 


aal al + a.a 0,2 ar Eiris zE Arn Osn = 


Der Zähler dieses Bruches ist aber gleich Null oder gleich 1, je 
nachdem r>=s oder r = s. i 

Satz 44. Eine orthogonale Determinante bleibt ortho- 
gonal, wenn man sie um die Hauptdiagonale herumklappt. 


Ort As + ars Ass Pest Orn an 5 
A ; 


$ 72. Produkt von zwei orthogonalen Determinanten, 


Satz 45. Das Produkt von zwei orthogonalen Deter- 
minanten ist wieder eine orthogonale Determinante. 
Multipliziert man die beiden orthogonalen Determinanten 


A ar bir dia +++ On 
Qaj dgy » Aan Rd by d,. ~ 
aai CAT d Aan R i, E PAN bin 


nach Zeilen, so aatake eine Determinante 


Cir Cia ett Cin 


9a 0a E 


Canl Cana P Can 


in welcher 
. Orp a, b sl +a r2 bus +...t+4 rn Dh 
181,2 
Danach wird 
RT =n (È trp byu) (È a,b) T 08 ry byu biye 
Summiert man über die Werte r = 1, 2, ..., n, so ergibt sich, da 
> Qu a,,= 0 =»), Se 


De re 9, = 2 su b,. 


r 


ist, 


Man hat also 
Dort N GE =i, EL er) 


Kowarewaxkt, Determinanten 11 


Sätze von Brioschi und Siacei 
È bep Pen =0 e= t), 2 su Dra TE 


873. Sätze von Brioscn und Staccı, 


Die Sätze von Brıoscnz beziehen sich auf die Gleichung 


Fo Haie On 
De) = GA lg Eeee On = 
| 91 Aaa ee a pa | 
unter der Voraussetzung, daß D(0)= A eine orthogonale Deter 
minante ist. 


Multipliziert man D(x) mit 


Se CNE pes OE Sa ER | 


| 

| 

ne ak EE? 
I 


Qal Ana mi Aan T z 


und zwar nach Zeilen, so ergibt sich (vgl. Satz 44) 


1-9 E OE 2.5, OAE 
ee ea ee N in 
(Mn ani) T, (a, 4,3)%, ’ 1-2? 
Hieraus folgt für x = 0 
1 
N han 
na aa a 
1 
Yan Onit aae! sM et 
oder, wenn man 
oo 
v 
und 
i Gyr 27% a, ap Di, 
setzt, t 


| Pt Pa er Pan 
rer - p Ba Patz... Pon 
| SAFA 
| 


E E 
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Daz- 
Bra == Bir: 
so können wir uns auf § 67 stützen. Dort sahen wir, daß die 
Gleichung 
Putz Bir Bin | 
Ba Baatz- Ban RT 
A TE NTa 
außer etwa x = 0 keine reelle Wurzel haben kann. 
Daraus folgt, daß die Gleichung 
D(e) = 0 
keine reelle Wurzel zuläßt, die von 1 und —1 ver- 


schieden ist. 
Schreibt man D(x) in der Form 


D(x) =” 4+ Sn +...+ Na) 
so ist, wie wir wissen, S, die Summe der k-reihigen Hauptminoren 
von A. 
Nach Satz 43 wird aber z. B, 


a 


l 
aE it kAd r Amgen Ag 
AK | Qar Asg eee Aog | _ | Aa, Ag Aal 


een Aa Aa. Aa AAN, 


Unter Anwendung von Satz 28 in $ 38 ergibt sich also 


! 
irtis eee Aig] | ktn k+r Ark ttt Metla 


Ar |z Taa + pr en gar ann rn 


- | 
la, Akg >- Okk ! Q,,x+1 Onkyo COREA N, 
oder, da A= +1, 
| Oir Ma ++ Aig | Aryll krukka te Ara 


| 
| Qog Qag > -e Qag pl takti werkt tee rs 


| | 
Api Ora e Okr | An kpa ne 


Ähnliches gilt für jeden Minor einer ortliogonalen Determinante. 

Jeder Minor einer orthogonalen Determinante A ist 
gleich seinem algebraischen Komplement, multipliziert 
mit 4. 


ir 
| 
| 


105 
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Die Summe der %-reihigen Hauptminoren ist hiernach gleich 
der mit A multiplizierten Summe der (n — %)-reihigen Hauptminoren, 
oder in Kormeln: 

Sy = E Sa- (A=+]) 

Man sieht hieraus, daß in der Gleichung D(z) = 0 gleich weit 
von den Enden entfernte Koeffizienten gleich oder entgegengesetzt 
gleich sind, je nachdem A gleich 1 oder — 1 ist. 

Dies läßt sich auch auf folgendem Wege erkennen. Man multi- 
pliziert D(x) mit A, und zwar nach Zeilen. Dabei ergibt sich 


14 9,8%. 52... A 
a) AD) = TE Er E FR OR -.D(.), 
a, R ae Ea i 


und D(«) = 0 ist also eine reziproke Gleichung. 

Wenn n ungerade ist und man setzt 

v=—4, 

so wird, da A= +1, 
L rd und ia, 
% 

Die Identität (1) liefert dann 

AD(-A)=- AD(- A), 
also 
D A= 0; 

Bei ungeradem n hat demnach die Gleichung D(z) = 0 
die Wurzel z =— 4A. 

Wenn n gerade ist und A=—1, so hat D(z)=0 die 
Wurzeln v= +t und z= —1. Im Fale A=— 1 liefert 
nämlich die Identität (1) bei geradem n 

D(+)=0, 

Der Satz, daB D(x)= 0 eine reziproke Gleichung ist, steckt 
als Spezialfall in einem Theorem von Sıaccı. Der eine Teil dieses 
Theorems lautet so; 


Mhi da +: Ay 8 da Dun 

Qai Msg e  Qy, und bai bag + + + bon 
. . - . . + » . . . 

Qal Ana as Qin bni baa N ban 


seien zwei orthogonale Determinanten, die denselben 
Wert (+1 oder —1) haben. Dann ist 


Sätze von Brioschi und Siacei 165 


i Aa + tibo Ža a F Mo byas -oy Anan F Mn brn 
y, n= Ma + tabas $ a Paa H Pata Ban a a 2n 
nat K hand obnos o An en un 

gleich 
May + Ay dus Ha Og F Audios + Ann t Aubin 
plu = |A td 21? nmr Ay bass oeo latan T otan 


Kı au 2 T Ua 05% or, MEN) Bi a | 


Multipliziert man (A, u) mit 
bi, bi er bin 
Bay Base den ln 4 9, 


Ede 


nl n2 
und zwar nach Spalten, so ergibt sich 


hi Ga Fiar han m An 


+ p(h u) = Ra Ozi o Azan F Mgs oe es Ao Can 
Aa Cni ne Ya) Ann An U, 


Dabei ist 
Org = a,b, ar Q,b,, eh Onr bns" 


Multipliziert man @ (u, A) mit 


Qil ha eee N 


oe RR N | 


a. ER Onn 


und zwar wieder nach EE so findet man 
E E A, 
RT En u E 


An a en A Once 
. Hieraus folgt durch Entwickelung nach den u: 
o (à, n) = pl 2). 
Der andre Teil des Theorems von Sıaccı lautet: 
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Haben die orthogonalen Determinanten, aus denen 
y(A,u) und g(u, å) gebildet sind, entgegengesetzte Werte, 
so besteht die Identität 


q (2, u) = — pl å). 
Wenn wir aus den beiden orthogonalen Determinanten 


A Qa ee ha EEOAE SO 
Taa EL nd OFIRERO 
| a ES A Aa 
"as 0, na 0104. 


die Determinante 

kat a EI LEA y 

| Aab E ASA Hi, 284, 810, 

| Rans E a A 
zusammensetzen, so ist sie nach dem Theorem von Staccr gleich 
Hart h, Wh +: MO, 


REICHEN Mala threnc A 


A tais My Qno» nt A 
oder gleich 


ai T ’ igs 3 an 
À 
a + — a 
Ay Us... 1, | Ehe 22.1 us? ) 3n 
à 
Qal) an2? ANER} tant Un 


Wir wollen nun annehmen, daß 


M hoe h = A 
ist. Dann ergibt sich, wenn wir noch å = 1 setzen, 


1 
4, + a u. a 
lart hs Br ea On TEREN 2 = 
Gy], üs F hgs +. Qo y = ajs ag UER "3 On 


a 


| 
| 
l a 


nl?’ 9.2, er Ann ap Mn 4,1» 


Hierin liegt folgender Satz von Sraccor: 


ET, 
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Adde man zu den Hauptelementen einer orthogo- 
nalen Determinante Zahlen, deren Produkt gleich der 
orthogonalen Determinante ist (also gleich + 1 bzw. — 1), so 
bleibt die reue Determinante ungeändert, wenn jede von 
diesen Zahlen durch ihren reziproken Wert ersetzt wird. 

Schließlich beweisen wir noch ein Theorem über die Deter- 
minante N, die aus der orthogonalen Determinante 


Ayla + An | 

A | 1 9ga n | 
. . . . . ! 

| %ı Ana > Ann | 


dadurch entsteht, daß man zu den Hauptelementen 1 addiert. Die 
reziproke Determinante von 


Gitlis aar ess Ain 


Um Gy al, 20, | 
i aa? n2? ae d er 1 | 
sei 
AU, Aia Dar Un 
War “n N Wn 
Wa Y Un 


Der zu beweisende Satz bezieht sich gerade auf die Elemente 
A., dieser Determinante. 
A., entsteht aus der Determinante 
Katie Ads. ur Au, | 
Han ie mat A ET E 


h oA ai ni X ae My 
indem man A,= 0 und alle andern A gleich 1 setzt, ebenso alle u 
gleich 1. 
Die obige Determinante ist aber, wie wir wissen, gleich 
Mat A; Mala oen MaMia 
Fi A ae Balan 


| A au Ha ana? Ua), Un Onn F 4, 


EEE UERDERZ EE FEDER 
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Setzt man hier å, = 0 und alle übrigen A sowie alle u gleich 1 15 
so geht die Determinante offenbar in 
A — A., 
über; denn sie unterscheidet sich von W nur dadurch, daß a,, an 
die Stelle von a,, + 1 getreten ist. 
Wir haben also die Gleichung 
U, = A — A.) 


oder, da 4? = 1 ist, 
Mi Sr U Ei Wors 
d.h. = 
+AA, =N. 


Wenn man in der Determinante 


Bu bs b 
b,, = b, = 0 (r= s) und alle übrigen Hauptelemente gleich 1 macht, 
ferner b,, = b,, = 1 und alle andern Elemente außerhalb der Haupt- 
diagonale gleich Null, so entsteht eine orthogonale Determinante 
mit dem Wert — 1. 
Wir wollen jetzt in 
A: + Hibs Aa ta F Ma bigs +- Ant nbin 
pà, u) = hat Hy bars Àa Qog F Mabo «A each Mn ban 


no, + mb nl? ETA n29 °° A u nn 


à, =0 und u,=0 setzen, alle andern A, u aber gleich 1. Dann 
geht iA, u) in W,, über. Nun ist aber nach dem Theorem von 
SIACOL 

Ay, W=- pu, 4): 
‚Bei (u, A) stehen in der rt® Spalte lauter Nullen und nur an 
der sten Stelle eine 1. In der st" Spalte stehen die Glieder 


a, V 95; eeo Ons 


In den übrigen Spalten hat (u, A) dieselben Glieder wie D. Daraus 
ergibt sich 
p (u, 2) GI U, 


A, = All. 


und man hat daher 
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Aide man zu den Hauptelementen einer FR 
nalen Determinante A die Einheit, so entsteht eine Deter- 
minante W, deren Reziproke im Falle A = 1 schief und im 
Falle A=—1 symmetrisch ist. 

Im Falle A=1 sind die Hauptelemente der reziproken 
Determinante alle gleich 4%. Das ergibt sich aus der Formel, 
+AA, =A. 

Nach Satz 28 in § 38 ist 

| Ur Wa 
| A, W, 


wobei W,, den Minor von X bezeichnet, der aus X durch Streichung 


= UM, 


re 


der Zeilen und Spalten mit den Indizes r, s entsteht. Aus der 
obigen Gleichung folgt wegen U, = — AU, 


Wry Ass + AU,, =A A 
oder nach Multiplikation mit (1 + 4? 
A HAIFA W, = AH AN, 


d.h. 
AQ F A W= A + UM. 


Im Falle A = 1 hat man also 
24, Zr Y, 
aM = AAA, — U: 
Wenn nun X = 0 ist, so sind auch alle (n — 1)-reihigen 


Minoren von X gleich Null. 


8 74. Theorem von STIELTJES, 


Stıeutses: betrachtet zwei dreireihige orthogonale Determinanten 


abe A2rBrrO 
O E KSA und ASEEN 
a” b” ce” A B” 04 


mit dem Wert 1 und leitet aus ihnen die Determinante 


A+a, B+b, C-+c 
R=| +a, B+db, O+rc 
7 k + P B' -} b", Oi + ec" 
ab. 
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Sie genießt die Eigenschaft, daß im Falle R=0 auch 
alle zweireihigen Minoren von R verschwinden. 
Um dies zu beweisen, multiplizieren wir die Determinante R mit 


urd zwar nach Spalten. Dadurch erhalten wir 


|(@4)+1 (aB) ... (a0) | 
R=eR=| (A OB) (0) 
| (ed) (B) ...(eeO)+1j 


Nach Satz 44 und 45 ist 


| (a A) (aB) (aC) 

b4) 62) bO)|=1 

(4) (B) (e ©) 
eine- orthogonale Determinante. AR’ ist also eine Determinante von 
derselben Art wie X im vorigen Paragraphen. 

Wenn R = 0 ist, so sind nach § 73 (Schluß) alle zweireihigen 

Minoren von A’ gleich Null. Dasselbe gilt dann von den zwei- 
reihigen Minoren der Determinante R. Denn man hat 


„| 


aa a 
R=|b b WIR, 

He 

CH 


wobei die Multiplikation nach Spalten auszuführen ist. Ein zwei- 
reihiger Minor in der Produktdeterminante ist aber das Produkt 
zweier Matrizen, die aus je zwei Spalten der Faktordeterminanten 
gebildet sind. Man gewinnt ihn also durch Komposition der zwei- 
reihigen Minoren dieser beiden Matrizen. 

Das Theorem von Srreurses wird ganz ebenso im Falle 
n-reihiger Determinanten bewiesen und :lautet dann folgendermaßen: 


Sind 


ia bir bia + e bin 
Ciani Asy und 21 bza + + ban 
AE E An Di Du KAE 


orthogonale Determinanten vom Werte 1 und ist 


AU 
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| aa t bns tr nt, 
R= ana ua r oah an Ar = 0 


Oal + bais a vr riet Be b 
so verschwinden auch alle (n — ee Minoren von R. 


8 75. Die Curıerschen Formeln. 
Zwischen den n? Elementen einer orthogonalen Determinante 
| aii hs et Oa 


Qai Qog er. Ag, 


A= 


| Qal ana er Ann | 
bestehen der Definition gemäß die Relationen 
Qipay F Aapa, Hoe 0, = O, r=s) 
4,9%, T ae Tle T Tuer Oar dnr = 1. 
Ihre Anzahl ist ; 


n(n — 1) nin +1) 
SIERT Prager = TERET P . 


+n 

Wenn n? Veränderliche FD Relationen unterworfen sind, 

so kann man vermuten, daß 
Ar Ra setn is ou 1) 
Veränderliche unabhängig sind. 

In der Tat wird sich herausstellen, daß die Elemente einer 
n-reihigen orthogonalen Determinante sich als Funktionen von 
+4n(n — 1) Parametern, und zwar als rationale Funktionen, darstellen 
lassen, 

Wir wollen annehmen, daß 4=1 ist, und die in 8 73 be- 
trachtete Determinante 


atr1l a --: a, | 
Kar Mi i Fl... 0 
a, a, . a er 1 
bilden. 1 2 nn 


Aus 8 78 läßt sich entnehmen, daß die zu A aie Deter- 
minante 


172 Die Cayleyschen Formeln 


KUNG 
yan U, Azs oe Wa 
A UI, 
schief ist und alle ihre Hauptelemente gleich 4X sind. Es be- 
stehen also die Relationen 
U,=--AU erz=3, A, =A. 


r 


Demnach gibt es in X nur 
Inn —1)+1 
verschiedene Elemente. 
Nach $ 37 ist nun 
U= Ar-t, 
und für die algebraische Komplemente W,, der U,, in Ñ gelten die 
Gleichungen 


YWy=U"-?a, (=s), 
X, = An- (a, +1). 
Daraus folgt, wenn X von Null verschieden ist, 


3 Urs 


(t =s), 


rT qyr=2 
Ner 
t, = alk qm =? f 
oder 
D a ra), 
1) : pi 
AN, 
a. = — 1 hR 
rr air i 


Hiermit sind die Elemante der orthogonalen Determinante 
rational ausgedrückt durch die }n (n — 1) + 1 Zahlen 


W, Was Wa eo Un 
Won Nr, 


Dividieren wir die Brüche 
A. nd er 
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im Zähler und Nenner durch A”, so ergeben sich für die Elemente 
von A rationale Ausdrücke in 


I. Un 

SYS IA EUER 

Ws Yu 

(2) Ni F} ’ A 3 
Anin 

[7 


Wir wollen jetzt zeigen, daß die Determinante A, deren Ele- 
mente durch die Gleichungen (1) bestimmt sind, stets orthogonal ist 
und den Wert 1 hat, wie man auch die }n(n — 1) Parameter (2) 
- wählen mag. a 

Wir gehen also jetzt von einer beliebigen schiefen Determinante U 
aus, deren Hauptelemente alle gleich und von Null verschieden sind.' 
Aus den Formeln (1) berechnen wir die Elemente von 4 und wollen 
beweisen, daß A orthogonal und gleich 1 ist. 

i Lys Zos -+ 2, seien n Veränderliche. Zu ihnen mögen die 
Veränderlichen y,, Y,» -- Y, in folgender Beziehung stehen: 


a Ty +- en n3 
(8) = N, $ AR Kas tr Wps 


g pa T R Yu: % + ni Wn Ta 
Die Va Dis Zas ee e Xa seien mit Ti, Zas e-s 2, durch 
die Gleichungen 
% = Ùi Ai H Wri T 
(4) yet t Mna Zas 


Ry Ok arin ur n 

verbunden, T 

Die %,, sind die Elemente von Y. Es ist also 

Ap = AA und A, = — A, r= s). 

Daraus folgt 
(5) n ta = Ar, Ya Hz = An o Yn F an= Ur. 

Löst man die Gleichungen (8) und (4) nach der Cramerschen 
Regel auf, so ergibt sich 


X Tiren gemeinsamen Wert nennen wir 3%. Nach §67 kann % nicht 
gleich Null sein. 
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Ur, U, n Fin a HE Ga Ma» 
Aa = Aayi t Want r i In; 


Us, = un nn Lu +... A Ai 


= U, a +A +. tn 
nman t Tz ú E ea a t Maata 


A = 


(3) la: 
E E A Hort E S Xi 


Unter Beachtung von (1) und (5) lassen sich die Systeme (8) 
und (4) auch so schreiben: 


w = aa A E aa Ya Feee + an Yn 


(3°) Ka = Ayo Yı i: Aas Ya t...t aas Yni 
Zn = nYı + Ay n Y2 Fe a AynYn 
und 
Ya A 9, Xa + e ain Zn’ 
(4) Ys = la tt. +0, 


Ya = Onl Ži + an2 Aan -|+ Ann: 
Setzt man die Werte Y, Ys +++, Yp) wie sie durch die 
Gleichungen (4°) geliefert werden, in (3) ein, so kommt 
= Da, + laty +. +0.) = 1 2... 0). 
Da man den x beliebige Werte beilegen darf (weil sich die 
Gleichungen (4) nach den x auflösen lassen), so folgt hieraus 
Da,a,=0 (it), 30,0 „al: 


ra ri 


Die Determinante A ist also orthogonal. 
Um zu beweisen, daß A den Wert 1 hat, multipliziere man 


U Yan AU, u 
14 De ae Sn 
en A Un Un 
A= % 3 1 a u ’ Mi 
| A Ani JETA 1 Ann 
Si) . m 
| u X oo 


mit 
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| Hy Ma h | 
RSS Usa- Aan | 
| 
| . | 
| 


I 


etwa nach Zeilen. Dann sich? 


| 2 
A% E iea 


Kat, Meo eia] 


~n] nn 


Daraus ist zu ersehen, daß A an Wert 1 hat. 


8 76. Zweireihige und dreireihige orthogonale Determinanten. 


Um die Elemente einer zweireihigen orthogonalen Determinante 
vom Werte 1 zu finden, gehen wir nach § 75 von einer zweireihigen 
schiefen Determinante mit AF ee aus: 


A 
—h ; 
Die reziprcke Determinante a 
à p 
SA 
Die Formeln (1) in § 75 liefern dann: 
a 1 2ur 2}u 
tii TENER AR , 12 en Pu 2 
2Au 222 
= 77 Fu N lag = 1 F PE H 
oder 
2 — p? PRET 
f ; TETRALENO, m = FOr 
2u 2— u? 
u DE urn 


Dividieren wir Zähler und Nenner durch A? und setzen A/u = t, 
80 ergibt sich 


1-7? 21 
SEEN 4 Lea rer E 
2t 1-1? 
ET Remis E r ON "ao Ara BR HF LER 


| Man bedenke, daß U, = 4 A nnd W, =— M, ist r= $). 
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In dieser Form lassen sich aber nur solche orthogonale Deter- 
minanten vom Werte 1 darstellen, bei welchen 


wE 


atl 0 | 

Gy Mtl 
von Null verschieden ist. Z.B. läßt sich die orthogonale Deter- 
minante 
—1 9 

0 —1 
nicht so schreiben. Man findet sie aber, wenn man ż über alle 
Grenzen wachsen läßt. 

Dies ist übrigens die einzige Determinante, die hier eine Aus- 

nahme macht. Soll die orthogonale Determinante 


a, Aig 


Ay] Azo 
gleich 1 sein und die Eigenschaft M = 0 besitzen, so hat man 
tyy ty, =—2. 
Nun ist aber 
(aa H t)” + a — a)’ = 4, 


weil 
aĵi + afo = afi tab = 1 
und 
Qi aa — Qa t = l, 

Also folgt n Eak 

O = ü, 
mithin Re 

di = = | 

und 


Qg = a = O. 


Eine dreireihige orthogonale Determinante gewinnen wir, wenn 
wir von der schiefen Determinante i 


aa) u” 
=| —u 2% o |= Huta o?) 
-v —ọ 4 


ausgehen. Ihre Reziproke` lautet 
22+0%,  uA—vo, po+iv 
—uA—vo, Ho, Ao uv 
uo— ir, —-ko—uvn, +p 
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Die Poea (1) 


in 8 75 liefern 


2 (4° + 0°) 
er L+ re ++)’ 
Kr 2(uh=ro) 
h= pfp +e 
ENTER EE 
BT ppu trto? 
STE 2uAtrg) 
a A etree 
2 (4? + 1%) 
w= lE age 
e E EAL Bad nad) 
33 EE o?? 
en 
ag = 24 ++ 
2o tur) 
gg TT Brett?’ 
2 (4° + u°) 
a Tg 
Setzen wir 
u v 
ar) PER ter, 
so lautet die dreireihige orthogonale Determinante: 
A ball ER ia ae a N a 
FPFE? Itr4srl? Irr4srt 
-2(t+ ro) IH’ r-t 2(r— sd) 


LEP SFE? 


— 2 (8 ~r) 


IH FHSHR 


— 2(r + 8i) 


THrFe+R 


Lt- 7-8 


lir? ert t? 
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Auch hier sind wieder diejenigen orthogonalen Determinanten 
ausgeschlossen, bei welchen 


atl, 


Y = 


GTE 


GETE 


ist, also z. B, die folgende 


Kowarewski, Determinanten 


Aias 


` is 


ti, My 


GETE 


ag t1 


0 
0 
1 


= 0 


12 
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Elftes Kapitel. 
Resultanten und Diskriminanten. 


8 77. Binäre Formen n‘" Grades. 
Eine binäre Form nt" Grades ist ein Ausdruck von folgender 
Gestalt: 
a) E T T 
Eine binäre Form ersten Grades 
Hay 
nennt man auch eine eta und eine binäre Form zweiten @rades 
we +azy+a,y? 
eine quadratische Form. 

Wir nehmen immer an, daß die Koeffizienten der Form (1) 
nicht alle gleich Null sind. Wenn wir alao von einer binären 
Form nte= Grades reden, so meinen wir einen Ausdruck (1), in 
welchem nicht alle Koeffizienten verschwinden. ! 

Aus der Algebra setzen wir folgenden Satz als bekannt voraus, 
den man den Fundamentalsatz der Algebra nennt. 

Eine binäre Form ne Grades läßt sich als’ Produkt 
von n Linearformen darstellen: 


az" +a a" ly+...tay"r= 
(æ z + Biu) led t Pay) t. H enw + Buy). 

Diese Linearformen sind durch die Form (1) völlig bestimmt. 
Dabei muß man aber zwei Linearformen, die sich nur um einen 
konstanten Faktor unterscheiden, als nicht verschieden betrachten. 
Zwei Linearformen 

«z+ßpy ud yz-+öy 
gelten also nur dann als verschieden, wenn 


& B | 
0 
| y | ii 
ist, 
Daß (1) sich wirklich nur auf eine Weise in Linearformen 
zerlegen läßt, erkennt man sofort. 


! Die Koeffizienten betrachten wir als komplexe Zahlen. 
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Ist nämlich 
(2) | (uz + piy) + py). (ez H pny) = 
(et + Blaa + Bry) la t By d), 
so folgt, daß für 


z=—- f ya 
die linke Fa verschwinden muß. Es muß daher ein Faktor, z. B. 
u% ar ĝi Y, 


für s =— ĝ,, y = &,' gleich Null sein, d.h. es muß die Gleichung- 
Ah aß, =0 
gelten. Sie sagt aber aus, daß 
u'sh y und «x+f,Y 
nicht wesentlich verschieden sind. 
Wählen wir «,”, 9,” so, daB 


| i: Bi | 5 
| +0 

3 REET i la P] 
ist,! so wird, wenn wir 
z=— P Heh ya ea" (870) 


| AAEE, N 
I" A" 

Dividieren wir nun in (2), so oft es geht, rechts und links durch 
& und lassen dann # nach Null konvergieren, so muß auf wenigstens 
` einer Seite ein von Null verschiedener Grenzwert herauskommen ‚? 
also auch auf der anderen Seite. Dies bedeutet aber, daB œ’ s-+ f, y 
links und rechts gleich oft als Faktor vorkommt. Dasselbe gilt von 
U w + By y usw. 


setzen, 


dn, 9’ = 
Qat iy=r 


§ 78. Resnltante von zwei binären Formen. 
Wir betrachten zwei binäre Formen vom m" bzw. n"! Grade: 
fe, )= 9,2” aa" Iy+...+a,y®, 
g y= bat Her iyr...+ by" 


Jede denken wir uns in ihre Linearfaktoren zerlegt. Es kann seiv, 
daß ein gewisser Linearfaktor «x + Ay bei beiden Formen vor- 


! Das ist möglich, weil a,’, £,’ nicht beide Null sind. 
? Es ist nämlich lim (a v + 8y) = m 8 — aß. 
` 12* 
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NETT ERBEN, 


kommt. Dies ist offenbar dann und nur dann der Fall, wenn sich 
z, y (+ 0, 0) so wäblen lassen, daß 
(1) fæ, =0 und 9my)=0 
wird. 

Wir stellen nun die Frage: 

Wann haben die beiden Formen f und g einen gemein- 
samen Linearfaktor? 

x und y mögen sich so wählen lassen, daß die Gleichungen (1) 
bestehen, ohne daß x und y beide verschwinden. Dann gelten für 
dieses Wertsystem œ, y auch die Gleichungen 


Deyntmife arte ir... + a,arnniym, 


0 = gi- yf = DAENS Pana ER Ur 

= yı-lf= Ze IRET ET, Gym, 

OE ta E N. dialise E darin, 

0 = gn- yg =) OANE EY NS s b ona yni 1, 

0 = yrzig = DuryRZi +... + DYPERE 
Sie bilden ein System von m -+ n linearen homogenen Gleichungen, 
das die Lösung 


ghtna=i, ec I yrtani 


Niy 
zuläßt. Diese Lösung besteht, da æ, y nicht beide verschwinden, 
nicht aus lauter Nullen. Nach Satz 20 in 8 26 muß daher die 
. Determinante des Systems gleich Null sein. 

f und g haben also nur dann einen Linearfaktor gemein, wenn 
die Determinante 


y a, Er, Anı4n-1 | 

Ua lea 

D Aoi a Se] 
(2) EA 

i 0 1 m+n-1 

| 0 bo m+n-2 | 

N lo 0. b, | 
verschwindet. Dabei sind 
aapi? Amta) ae. An +n-1 


und 
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bagi Catar » Der Onym-ı 
gleich Null zu setzen. ; 
Die Determinante (2) nennt man die Resultante von f und g. 
Die Resultante einer quadratischen Form 


E me -t-a ryt ay? 
und einer Linearform 
i bot + by 
lautet hiernach 


Qo U | 
I RE 
0 
die Resultante der beiden quadratischen Formen 
„a+a2y+oy9 ud byat b eyt by? 


wird 
A 0 | 
0. m % 
4 5, 0 
Mich A 


Wir wollen jetzt zeigen, daß f und g einen Linearfaktor gemein 
haben, sobald die Resultante verschwindet. 

Wenn die Determinaute (2) gleich Null ist, so besteht (vgl. 8 24) 
zwischen ihren Zeilen eine lineare Relation. Nun sind aber diese 
Zeilen nichts anderes als die Koeffzientensysteme der Formen 


Andi I NETA RT CNT, hopand p uni, ar zäyg;, nn AFE 
Es lassen sich also m + n Zahlen 
BB BA ee 

finden, die nicht alle Null sind und für alle Werte der æm, y die 
Gleichung 
(8) | (agt Areny day 

= (Bat -14 B “2y +.. + B, ay" t)r 
erfüllen. 


Wären alle 4 gleich Null, so müßten auch alle B verschwinden. 
Sonst könnten wir æ, y so wählen, daß die rechte Seite ungleich 
Null ist.! 3 

Es sind also weder alle 4 noch alle B gleich Null. 


- 1 Das folgt aus dem oben erwähnten Fundamentalsnatz. 


182 f und g haben mehrere gemeinsame Linearfaktoren 


Denken wir uns die Formen 

Fa Aar ir darniyr... +4, yen 
und 

G=Bar-t+ Bar'y#...+ But 
in ihre Linearfaktoren zerlegt, ebenso f und g. Dann muB jeder 
Linearfaktor, der auf der linken Seite von (3) p-mal vorkommt, auch 
auf der rechten Seite p-mal vorkommen. Unter den Linearfaktoren 
von f gibt es nun sicher einen, der in F weniger oft als in f auf- 
tritt; denn der Grad von F ist niedriger als der von f. Dieser 
Linearfaktor muß also in g vorkommen. Er ist ein gemeinsamer 
Faktor von f und g. 


879. fund g haben mehrere gemeinsame Linearfaktoren. 


f und g mögen mehr als einen, etwa k + 1, gemeinsame Linear- 
faktoren haben. 


q sei das Produkt von k dieser Faktoren. Dann sind 
f == f: und 2 =, 


binäre Formen vom (m — k)te" bzw. (n — k)® Grade, die noch einen 
gemeinsamen Linearfaktor besitzen. 
Es besteht daher nach $ 78 zwischen den Formen! 


ERBEN OR en 
BR EU TyTN, 


=> -k—2 -k= 
gmt-ig, zmok Vocal yruı-ly 


eine lineare Relution, folglich auch zwischen den Formen 


(1) 


tt ray, AET iesi i. 


gma-htig, gn=k=I yg, RS yakti] 


Das bedeutet aber folgendes: Streicht man in der Resultante 
von f und g von den n ersten Zeilen die % ersten, ebenso von den 
m letzten Zeilen die k ersten, und außerdem die k ersten Spalten, so 
entsteht eine Matrix, deren Rang kleiner als m + n — 2k ist, d.h. 
kleiner als die Anzahl ihrer Zeilen. 

Umgekehrt folgt, wenn dies der Fall ist, daß zwischen den 
Formen (1) eine lineare Relation besteht. Die m -+n — 2% Zahlen 


Ay Air e ey Au-a-ıs Bas Bas t eos Baksi 
lassen sich nämlich so bestimmen, daß für alle Werte der x, y 
_———n — - 4‘ 


1 d. b. zwischen den Koefüzientensystemen der Formen. 
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(2) | AAN taa 
= (B x”7*—-1 4+ B, DAE e EIER y”—*-1)f 


ist, ohne daß die 4, B alle verschwinden. Wären alle A gleich 
Null, so müßten auch alle B gleich Null sein. Es sind also weder 
alle A noch alle B gleich Null. 

Denkt man sich nun die Formen 


g= Ajon k=l + A sr 1) Be + ee jok- 
und 
p u B, gr—k—1 + B, gaika 7) +: + De a VAi 
in Linearfaktoren zerlegt, ebenso f und g, so müssen in (2) links 
und rechts dieselben Linearfaktoren stehen. Von den m Linear- 
faktoren der Form f können höchstens m — k — 1 bei F vorkommen. 
Wenigstens k + 1 von ihnen kommen also bei g vor. D.h. fund g 
haben wenigstens k + 1 gemeinsame Linearfaktoren. 
Will man z. B. erkennen, wie viele Linearfaktoren die beiden 
Formen 
(=, t a zty t ay +a,2y’ +a,yt 
und 
g = bax? + b æy + b, ry? + by’ 
gemein haben, so muß man aus 


050.00: 0 0,0560 

Dir a a aD 

07 Dia, a0 

(8) Do: 0: PERAR E 20 
Did 5 bi 02 20,050 

0,305: 8‘ 

EA E DDT A rd, 


die folgenden Matrizen herleiten: 


(4) O be D rO OEEO 
od da b dy O 
RO, 
(durch Streichung der ersten a-Zeile, der ersten 5-Zeile und der 
ersten Spalte), 
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zz —— 


VB Br RO 
(5) bt‘ 
| OERE 0240210, 
(durch Streichung der beiden ersten a-Zeilen, der beiden ersten 
b-Zeilen und der beiden ersten Spalten) 
2 Dann sind folgende Fälle möglich: 
1. Rang von (8) gleich 7. fund g haben keinen gemeinsamen 
Linearfaktor. 
2. Rang von (3) kleiner als 7, Rang von (4) gleich 5. fund g 
haben einen gemeinsamen Linearfaktor. 
3. Rang von (4) kleiner als 5, Rang von (5) gleich 3. fund g 
haben zwei gemeinsame Linearfaktoren. 
4. Rang von (5) kleiner als 8. / und g haben drei gemein- 
same Linearfaktoren. 
Nehmen wir z.B. an, daß der Fall 3 vorliegt. Dann besteht 
zwischen den Formen 
aai + a zty -+ a gy? H aty? + any, 
agaty + a 2y? + aa? y" -t agawy t ayy", 
bat b gsty + b, ty? + b, wy’, 
bo siy -+ b, zy? + b, sry? + byt, 
baw? y? + b, 2®y® + b, myt + byy? 
eine lineare Relation, aber nicht zwischen den Formen 
awt + a syt awy? t aty? a yt, 
baxt + b zy + bt? y? + bysty, 
bast y + b zy? + bwy? t byt. 
Es besteht mit anderen Worten eine Identität von der Form 
(6) (42? + 4 zy + Ay’) = (Box + B yf 
(4, B nicht alle Null), 
aber keine von der Form 
(4o + 4y)9 = Bif: 
Daraus ersehen wir, daß in (6) die Formen 
F= 4z + A4 ryt 4y G=Be+B r 
keinen gemeinsamen Linearfaktor haben. Es müssen daher alle 
Linearfaktoren von 7 ebenso oft in f vorkommen, d.h. f ist durch 
F teilbar. Setzen wir f= qF, so wirdg=g@, und g ist vom 
zweiten Grade. Offenbar stellt ọ das Produkt der gemeinsamen 
Linearfaktoren von f und g dar. 
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$ 80. Resultante von Formen gleichen Grades. 
Die Resultante der beiden binären Formen n'™® Grades 
fa" ta" 1y+..:+ay*r, 
gebt aay aY 
setzt sich aus den zweireihigen Determinanten der Matrix 
u 


ne | > ch 


zusammen (durch Multiplikationen, Additionen und Subtraktionen),. 
Man erkennt dies, wenn man in der Determinante 


N EN 
EN ER AEE T SASSA 
(8) a, G a, 
aa 10 
0: red 


EN ET 
den Zeilen 1, 2, ..., 2n die Reihenfolge 


l,n +1, 2n 4+2, ...,n, 2n 
n(n —1) 


gibt, wobei sich die Determinante nur mit dem Faktor (—1) ? 
Entwickelt man nun 


Gj Qj- 0 
0 -0 
0 a- >05] 
(2) 0 >07] 
0 0 . ay a a, 


nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich 

aa, 

b, b, 
und M,, ist, abgesehen vom Vorzeichen, die Determinante, die aus 
(2) durch Streichung der Zeilen 1 und 2 sowie der-Spalten r +1 

und s+1 entsteht. Diese Determinante kann man wieder nach 
den beiden ersten Zeilen entwickeln usw. 


> M,, (r <s; 
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Es ergibt sich auf diese Weise, daß die Resultante von fund g 
eine Summe von Produkten ist, deren jedes n zweireihige Determi- 
nanten von (1) als Faktoren enthält. 

Z.B. läßt sich die Resultante zweier quadratischer Formen 


0,2? +0 gyt ay’, 


ba z? + bay byy? 
so schreiben 


I. % % 0 S 
Bi. b RO 
0 a a MG, 
O by oh 
Entwickelt man nach den beiden ersten Zeilen, so findet man 
alle %| a, a |? 
RRENA ; bbs 
oder, wenn man zur Abkürzung a,b, — a,b, = p,, setzt: 
= Pu Pie Hk: 


Die Resultante der beiden quadratischen Formen ist also gleich 
der zweireihigen symmetrischen Determinante 
Por Pos 
Poz Pıa 
Bei zwei kubischen Formen 
a + a Ty + a, Ty? ray, 
b,2° +b æy +b, ey? + b, y? 
lautet die Resultante 


CET PEE ES 0 


% a @ 0 a d a 0 E a 0 
b b, b db, 16,0, 0 b, db, b, 0 
ER 3 = i rij £ 4:9 Eh ne 
oa % a â; g 0 0 a aj G 
u ud 0,5 VE u, bb 


H j 
= — Py (Pis Pas Pat Pas Pos) + Pos (Pos Paa Pos Pia) — Pos (Pori Pas — pos) ° 
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Auf Grund der Identität 


A o a, 0, az 
En EEE 
a d = 2 (Po Pas + Pos Psy + Postia) = 0 
By Di br. 


kann man statt 


Por Pas 
auch schreiben 


Pos Pis — Pos Pia- 
Dann wird die Resultante gleich 


ar Por (Piz + Poa) Pas — pis} 
+ Pos {Poa Pas — Pos Pıs} 
— Pos (Pos Pis — (Pis + Pos) Pos). 


Dies ist aber die dreireihige symmetrische Determinante 


Poi Poz Pos 

— | Pos Pig F Pos Pis 

Pos Pıs Pos 
Man kann hiernach vermuten, daß sich die Resultante von zwei 
Formen nt Grades als n-reihige symmetrische Determinante 


schreiben läßt, deren Elemente sich additiv aus den p,, zusammen- 
setzen. Diesen allgemeinen Satz hat Cayıwy bewiesen. 


& 81. Resultante von f und (- Pr + «y)g. 
Wir wollen die Resultante voh 


f=2”+ any +...+a,y" 
und (— fxs -+ «y)g berechnen, wobei 


gebaut +ber yt...+b,yr! 
sein möge. 

Die Resultante von f und g werde mit Ru, ‚ die von f und 
—ßfæ+uy=} mit R,, endlich die von f und lg mit Ry, be- 
zeichnet. Wir gehen darauf aus, eine Beziehung zwischen Ryıy 
und A,» dy, berzuleiten. Für R,, gilt übrigens die Formel 


188 „Besultanle von f und (-Pz +- «y)g 


G -Gi 


—ß 7 


© ,8 
© 


= qu” +a uth +...+0,ß"=fle, p). 
Man findet sie durch Entwickelung von Ry, nach der ersten Zeile 
Setzt man 
g=o#"+a@a!y+...+e,y", 
so ist 
N — Ab, I Em —ßb, ar by; u 0,7 — p bait O baa? =U byor 
In 
RE N) | 
O5 9... 0: 


P 0220 : S 
his a U 
RR ERBEN) 

00, e 


sind daher die m letzten Zeilen lineare homogene Funktionen von œ, f. 
Entwickelt man also nach den m letzten Zeilen, so ergibt sich ein 
Ausdruck von der Form 


Fa, p= 4g" + A ang +... +4nß®. 
Diese Form F(«, 8) unterscheidet sich nun von /(e, 2) nur um 
einen von «, 8 unabhängigen Faktor, und zwar ist 


F(a, f) = f(e, PR, g’ 


Rri = Rpr Bar 
Davon können wir uns auf folgende Weise überzeugen. . Wir 
schreiben f(v, y) als Produkt von m Linearformen: 


fe, y) = (£Y — t y) den (E Yn AF A Da 


“=r; ĝ= pe E) 
so haben f und Zg den gemeinsamen Faktor 2, so daß 


d.h. 


Ist nun 


i Die a bind homogene ganze Funktionen der Veränderlichen z,, Yı, 
Agy Yas ++ Lms Yme Wir setzen die Linearfaktoren ala verschieden voraus. 
Der andere Fall erledigt sich durch eino Stetigkeitsbetrachtung. 


` 
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= e a 


sein muĝ oder 
| Fa, Y) = 0. 

Daraus ersehen wir, daB «y, — fæ, zu den Linearfaktoren der 
Form Fe, p) gehört. Fe, f) ist also durch f(«, 8) teilbar. Da 
beide Formen von gleichem Grade sind, kann sich Fe, 8) von 
fie, P) nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, d.h. um 
einen Faktor, der von «, p frei ist. Um diesen Faktor zu finden, 
setzt man #? = 0. Dann wird 

F(u, f) = a, a" Rig und fle, p) = q a”. 
Der Faktor lautet also A, ,.! 


§ 82. Zusammenhang der Resultante Ir, p mit den Linearfaktoren 
von f und 9. 


Durch mehrfache Anwendung der in $ 81 bewiesenen Formel 
finden wir, wenn 
galhl...., 
ist (s ls <. o 4, Linearformen), 
Rreg = Rra Baus: Rin 


Nach jener Formel ist sämlich 
Byg ps Riu Rays (9 = ll...) 
Big = Riu Bigs a =h ue) 


Ri gn- = Br, In-] Rrgn-ı® (9-1 F 1,) 

Man gelangt von R,, zu R p indem man die m letzten Zeilen 
an erster Stelle und die n ersten Zeilen’ an letzter Stelle schreibt.? 
Daraus ersieht man, daß 
: Rur=(-l""R,, 
ist. 

Insbesondere hat man hiernach 

R; ly = (— 1)” Riy, f 
Ist nun 
a A EER (Ay Aes ++, A, Linearformen) 
so wird nach $ 81 
Rip, p = Bip, a Lipa or Riy, au 


1 Der Fall a = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung. 
? m ist der Grad von f und n der Grad von g. 
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mithin 
Ru, m. (— 1)" Riya Ri, ... Rip, àm 
= Ri Riny ooo Rim 
Schließlich ergibt sich also 


Rig = Ruu Ryn ... Rui 


am 


Rui Ea -e Rai, 


B. 4 Ro: lt ARE In! 


Setzt man 
LA = Y yaa Nats A 
L E %, y Te Y, T, 
so wird 
Rip = Nu Eu Eu | 
y% z, y| 


Schreiben wir also kurz 


f= AE — üp) 9= I(z,y - 4,2), 
um y= 
so wird 
(1) Ri g = MEn Yy un) 
| My 
Hieraus ersehen wir weiter, daß 


R = f Y) fü» Ya) . ‚u. flo, Ya) 


Ry, g = (— De" g (i, m) g lEn M) -e g lEn Nm) 

Die Formel (1) läßt unmittelbar erkennen, daß R,, dann und 
nur dann verschwindet, wenn f und g einen Linearfaktor gemein 
haben. Denn die rechte Seite in (1) ist dann und nur dann gleich 
Null, wenn eine Determinante £, y, — IEA verschwindet, oder, was 
dasselbe bedeutet, wenn die Linearfaktoren 


$ Yy — nr und z,y— y, 
nicht wesentlich verschieden sind. ; 


und 


8 83. Invariauteneigenschaft der Resultante. 


Ersetzt man in einer binären Form 


fe, y= aae" ta a2" iyh...ta,y® 
x, y durch j 
us+fy bzw. yæ+ ôy 
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(@, B, y, ô Konstanten), so verwandelt sie sich in eine neue Form 
fe, y=a2" +a’'zriyt... any”. 
Man nennt diesen Prozeß eine lineare Transformation, und 


zwar sagt man, daß die Form f aus der Form f durch die lineare 
Transformation 


~ ß\ à 
y ô) 
entsteht, oder auch, daß f bei dieser linearen Transformation in f 
übergeht. 
Die Determinante 
|æ R| 
Ir ð| 


heißt die Determinante der linearen Transformation E a 
Wir wollen jetzt außer f(æ, v) noch die Form 
giz, y) = bx +barmiyt...+ by" 
betrachten. À 
g (x, y) = by s + bratty -t.t by" 
entstehe aus g(x, y) durch die lineare Transformation ( 3 R . 
Zwischen den Resultanten 
R, g und Ry, g' 
besteht dann, wie wir sehen werden, die Beziehung 
Ryng Pa (x ò Ya’ ByE Brg 
Um diese Formel zu beweisen, zerlegen wir f und g in Linear- 
faktoren: 
f= MACHE] =n) g= He, y = y,®). 
ne y= 


Ersetzen wir z, y durch œs 4+ By bzw. yx + ðy, so ver- 
wandelt sich 


X Ey Np? 
Eye + Sy) — nlem t py) = Eyn 
und 
A T, Ya Yy x 
ın 


‘æ (yat y) — ylar thy) =r yY — Y, T 
Dabei haben wir 
Sk, = Bn = Sr yri Hen n 
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und 
Öz, — P Y, = 2, an «y, = Yy, 
gesetzt. i 
Nach § 82 ist 
Rr p = TIE’ ya h z). 
H,” 
Da nun 
Su Au = ð BR: Ba KAT + an on | : S) | Fi N, | 
nd ös, — By 7%, + ay, E ATEA E KARIN | 
d. h. \ 
TR ER a = (4 ß) — ß Y) CR Yy — N. æ); 
so folgt i à 


Ry g = (w ò — ByE Y, — n, 2) = (ad -Ry Rig 
Das ist aber die oben behauptete Beziehung. 
Auf Grund dieser Beziehung nennt man F} , eine Invariante 
der beiden Formen f, g. 
Benutzen wir die lineare Transformation 


(o5) 


ersetzen wir also z durch & und y durch ty, so geht /(x, y) offen- 
bar über in 
l PE la + a, lam-iy -+ Q, Mam-2y? Hin OEY 
Es wird also 
ap =t au. (v=0,1,...,.m) 
Ebenso wird 
b, = tb, (wi 0 1,...,n) 
Die Determinante unserer Transformation ist gleich t. 
Die Formel Ry p = (œ 8 — A y)"” R; g verwandelt sich also, wenn 
wir für Ry : 
Bla By er 03. 0o Dis, ae Oa) 
schreiben, in 
Bieten dd td.) 


mn la, Ar re Gas Doy Uaioe On): 


Rechnet man K (ap, a, +». Api bos di, +- -y On) aus, 80 ergibt sich 
ein Aggregat von Gliedern, die sich aus Faktoren a, b zusammen- 
setzen. Summiert man bei jedem Glied alle Indizes (wobei alle 
Potenzen durch Produkte einfacher Faktoren zu ersetzen sind), sò 
kommt auf Grund der obigen Formel überall mn heraus. 
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Die Glieder der Resultante ae wenn man jedem a, aus 
Gewicht v und jedem b, das Gewicht » beilegt, alle das Ge- 
wicht mn. Als Gewicht eines Gliedes betrachten wir dabei die 
Gewichtsumme seiner Faktoren. 

Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man die Resultante 
isobar vom Gewicht mn. 

Z. B. haben bei der Resultante zweier quadratischer Formen 


aa a0 
O a a a 
Po b b, 
O b b b 
= ao? b,” +b” a,” +a,” bo ba +b,” @ ag — 2a, a, bg ba — ag ay b; by — bob; 0, a 
alle Glieder das Gewicht 4. 


= (a,b, — a, bo)” — (a,b, — bo a.) (a, ba — a b,) 


884, Die Cayuersche Form der Resultante. 


Es handelt sich um die Resultante zweier Formen von gleichem 
Grade 
fæ, =ar" +. ta, = Ey = na) 


gz, y =b" +... + b y" = Il, Yy — y, 2). 

Die Determinante 
| Fæ y) g@, y) 
| TE.) gE m 


$y | 
En] 
teilbar. Sie läßt sich nämlich als Produkt der beiden Matrizen 


A... 
Be 


n 


ist durch 


und 7 
m” ar-iy ER y” 


A element RE ROSTE hs 
auffassen und ist daher gleich 
ad, pray Eron 
T AE I AR E 
Benutzen wir die Abkürzungen 
k = arry", x, = "rn", 


Kowaıwskt, Dotorminanten 13 


194 Die Cayleysche Form der Resuliante 


so ist 
! k 
. i r 8 = k,%, — kr 
| % 


= (k, 2, — krogi Xa) F (krpa tai hrra n,e) Heee tk Ky% 
Nun hat man aber 


ja ko ko+1 
Xo—1 Za 


gr eye ar—e—i yerı 


ko %o — Ro+i%s—ı1 = Er—ctlge—1 re 7? 


pen urzo—iye Bee wg, | p 


LE n! 
Also wird 
k, k, E aa 
Ma a | ë Darzeriye E87 net, (o +o=r + 8) 


und wir können schreiben 


fey) 9 FR Nele | 
r Y = e Fo, VE 8, n), 
’ i D 
wo dann 
P(g, y; sn b, AR irna A AE R 


ist. <s,o+0=r+5) 
Setzen wir 
F(z, y; &, 7) = farm an herny As et RS EBan 
so sind fs hs- f Formen (n — 1) Grades in £, 7, d.h. 
es ist 
3 moo En I Fo En Ni e + 
er Ad E ieue ap di eher, 


fa-1 1,08” 140, ent. Fanara ai 


Die o setzen sich additiv aus den Determinanten a,b, — a,b, zu- 
sammen. 
Man überzeugt sich leicht, daß 


LER Co en a | 

Da ea TE T T) 
. | 

641,0 RO RAA 


symmetrisch ist. Vertauscht man nämlich x mit é und y mit n; 80 
multiplizieren sich die Determinanten 
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| 
1 


(z, y) ne zy 
Me g ($, n) én 


beide mit — 1. Ihr a Fix, y; £, 1) bleibt daher ungeändert. 
Man hat also 


F(x, y; n) = F(E, n; z, y) 


S Ah yr re "= So, Erar-1 nr g”—s-1 y’. 
w e= 0, d, na nmi) 


oder 


Daraus ersieht man aber, daß 
ist. 
Wir multiplizieren jetzt © mit der Determinante 
a i 
E RR 
ee 
Dann ergibt sich 


fo Ers m) Arm) +: lo Enr 7) 
CH= Ai lE n) A Es M) e h Ens m) 


fa-1 Er m) fa-1 (Èa Ma) fn- (En Mn) 
Multiplizieren wir diese Determinante mit 


n—1 n—?2 n—1 | 
ER 

n—i n—2 n—1 
T, %, Y; ... Y: aii P, 


n—i _n—2 n—ı1 
T u u: 


und zwar in der Weise, daß wir die Spalten der ersten mit den 
Zeilen der zweiten zusammensetzen, so kommt 


F (t, Y5 Ši» UM) F(t; $z» ng) - Fa Y5 E: UM) 
CHP= a SE a Fa, a $s» me rn En Ma) 


P(e, Yni EN au u bon): ‚ER w? Yni En Un) 


Nun ist aber 
18* 
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f (Er, Y) 9%: Y) 
f&on) g (En). 


L lEn WIM) 
Tr N — Yr & 


fés )=0 und gz, y)=0. 
Nach $ 82 ist ferner 
fa» Y) ... fa, Yy) a: Rig 


Bo Yy 
E 


. 


F(t, Yi É i) = 


weil 


so daß 
IE) _ IE _ 
my" Am Y Èn 
CHIP = Rig . . . . . . . . . 
; IË, m) I (Èn An) 
mt mn Yn Sn. | 
wird. 
Setzt man 


IM an, dr +b, @7?y ee b, ER yroi = 9, (2, y), 


Vy y - YT 
so ist offenbar 


96 m) ze g (En, Mn) 
MMS T Nm Yı Èn 


AGE 7) Ins Mn) A RN 
a a T In (Éis M) +>- In Ens M) | 
-1 an-2 n—1 
DO RED Tune IE SUR 
bao ba ssie bis- ET 8° N ++» ie 
bao bni Ver bas n-1 | a le Nn s» a 


Der zweite Faktor ist die mit Z7 bezeichnete Determinante. 


Ik mM! 


~ 


Um den ersten Faktor, den wir mit B bezeichnen wollen, zu 


berechnen, multiplizieren wir B mit P. Dann ergibt sich 
\ D r N) ee n Ear Ya) | 

i BP = TEEN 
t In (z, ’ A) une On (Eas Yn) 
oder, da im Falle u =v 


Iu (Zp Y) = 0 
ist, 7 z 


Die Hayley sole Form der Kasuhan 197 


BPaegleUg (Tz, Y2) les) 
"(a—1) 
(eh) ® ps 
also 
n(n—1) 


B=(-1) ? P. 
Es besteht somit die Gleichung 


n(n—1) 


CHP=(-1) ? RIP, 
woraus im Falle IP+ 0 folgt 


nn— i) 


G=(-1) ? Byg 
Der Fall JZP = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung. 
f(&,y) und g(s, y) mögen im ganzen k gemeinsame Linear- 
faktoren besitzen. Ihr Produkt werde mit i(z, y) bezeichnet. Man 
nennt t(x,y) den größten gemeinsamen Teiler von f und g. 
Schreiben wir f und g in der Form 


fo, y) = t(x, y) PR, y), 
gŒ, y) = t, y) y(x, y), 
so haben p und w keinen gemeinsamen Linearfaktor. 
Nun wird 3 
f (z, y) g (w, y) 
flé, n) g(&, n) 


pæ, y) vi, y) 


= t(x, y) t (E, n) | p (é, n) Wl, n) 


also 
& Fiz, y; E, n) = tlx, win) Do, y; Sn) 
wobei 
plz, y) ye, yj |e 7 
p 19; 5 ; : 
a erke Be WE, n) 
18 


Ausführlich geschrieben lautet W(s, y; E, y) so: 
Piz, y; n) = p H py. tn. 


Dabei ist v=n—k und Pos Pis- Pp, sind Formen 
(w — 1) Grades in &, 4, d.h. es ist 


' Daß P gleich dem Produkt aller 2, y,— %,y„ ist (u < »), ergibt sich 


sofort, wenn man aus SiS SST >: die Vanpermonoesche Determinante bildet 


(vgl. § 21 und 888), 
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Po Im een 4 = Ten ER o LT 
f =w J eag o ara 


Par, Erak Ent. an er ER 
Die Determinante 


Yo Fa Por 


r= 08 m 2 


AERE N I He E ve 


ist abgesehen vom Vorzeichen gleich der Resultante von p und y, 
also ungleich Null, 

Die oben gefundene Beziehung zwischen F(s, y; &, n) und 
D(x, y; £a») ermöglicht es uns, zu beweisen, daß der Rang der 
Matrix 

Ooo Hr me 


ĉio Oj e Og 
001,0 n-1,1°°* On-ı,n-1 
gerade gleich v, d. h. gleich n — k ist. 
Setzen wir : 


i y = hrp haty e Hay, 
so wird 
t(æ, y) P(T, y; & 7) 
= Ay Po TE + (Ro pi + h Po) z=? y H. up y" 
Schreiben wir statt 
MEN, Mm. Fra tE n) 


t 


aaae S 
ACER A ea Aa a A a a E A 
= dg to 2? + (Aoh + A a yke + hha 
Hieraus entnehmen wir, daß 
h= hts Ehh tht s fa- = hhi 


bezüglich 


so ist 


ist. 
fos fin +++» fa- Sind also lineare Se Von holh aay 
tzi» Oak lassen sich aber auch f, 4, .. -, f, als Tirleare 


Kombinationen von. f, fi; - + fa-ı darstellen. 
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Im a 
Ist in der Reihe A,,A,, ..., A, das erste von Null verschiedene 
Glied! A,, so hat man 
Š = Ad, ai = Ih 4 Kr don 7 
Hieraus ergeben sich, da A, + 0 ist, der Reihe nach 4, 4, ..., #,_, 
linear ausgedrückt durch H, fi» ++ + h-r 
Das Koeffizientensystem der n Formen f, fi» ---, f- hat 
hiernach denselben Rang wie das der Formen t), ts... t, Wäre 
der Rang des letzteren kleiner als v, so gäbe es v Zahlen A,, 4,» 
.... A, die nicht alle Null sind und für alle Werte von £, q der 
Gleichung 
Ahr Abt At, =0 
genügen, also auch der Gleichung! 


é Ao Po F4 Pi HeH Apa Prae 
Daraus würde aber folgen, daß die Determinante 7° verschwindet, 
während doch, wie wir wissen, Æ 0 ist. 

Aus dem Rang der symmetrischen Determinante 


Coo Cal ... Co, n-1 


ee er eh Meer 
1,0 m, 19° al, na 


können wir also erkennen, welchen Grad der größte gemeinsame 
Teiler von f und g hat. Ist jener Rang gleich v, so ist der größte 
gemeinsame Teiler der Formen f und g vom Grade n — v. 

Wie man den Rang einer symmetrischen Determinante findet, 
sahen wir in § 64 (S. 147). 


885. Diskriminante einer binären Form. 


Die Diskriminante dient zur Beantwortung der Frage, wann 

eine binäre Form 
fæ y= aar +2" 1!y+...+a,y" 

mehrfache Linearfaktoren hat. 

Wenn «s 4+- fy ein p-facher Linearfaktor von f ist, so läßt 
sich / in folgender Form schreiben 

f= (æv + py) p(z, y) 

und ọ (x, y) ist eine Form (n — p)“® Grades, die den Faktor œ s -+ f y 
nicht mehr enthält. 


1 Man bedenke, daß ? (x, y) nicht identisch Null ist. 
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Sen a sich durch Diena nach © a y 


Er Í = plan+ Byp-tapk, y) + (es + Bur 2, 


ar = p(us + f y) p g (2, n) + (es + Bw 5 


Hiernach n 
h =L = lust py), 
h =p = lert h-i 
und 
p, =pe ple y) + (az +p) 


i ð 
P =pP pey) + lert pyg 


enthalten sicher nicht beide den Faktor «s -+ Ay. Sonst müßte 
er nämlich in «p und Ay, also wegen «, P#+0,0 ing vor- 
kommen. 

Die beiden Formen f, und f, sind also durch (em + Ay)r=! 
teilbar und wenigstens eine von ihnen durch keine höhere Potenz 
von «x + py. 

Im Falle p > 1 haben f, und f, beide den Linearfaktor œ z + Ay, 
so daß 

Run = 0 
ist. 

Wenn umgekehrt f, und f, eine verschwindende Resultante 
haben, so gibt es einen gemeinsamen Linearfaktor «= + Ay. Dieser 
ist dann auch in f enthalten. Es gilt nämlich die Formel 


De (ef, +HYh) 


die sich unmittelbar aus 


De RS +0,97, y 
h= ai +...+mn-1)a,, 2yr=? nay”? 
ergibt. 

Ist nun «æ -+ fy ein p-facher Faktor von /, so ist er wenigstens 
für eine der beiden Formen f, f, gerade (p — 1)-fach. Da sie nun 
beide «x + Ay enthalten, so mub p—-1>1,d.h.p>2 sein. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für das 
Auftreten eines mehrfachen Linearfaktors in f ist also das 
Verschwinden der Resultante von f und f,. 

Man nennt diese Resultante die Diskriminante von f. 
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8 86. Zusammenhang der Diskriminante mit den Linearfaktoren 
von f. 


Die Resultante von zwei Formen ‘nt Grades 
p= qrt u tyy. wy", 
Y= po +e iyt... Buy 
ist, wie wir wissen, eine Funktion der Determinanten 
Q, &, 
ß, B, 


Diese Determinanten bleiben ungeändert, wenn man zu jedem 8 das 
entsprechende œ addiert. Es ist also 


Roy = Bu,g+y: 
Aus dieser Bemerkung folgt, wenn f, fẹ dieselbe Bedeutung 
wie in 8 85 haben, 


Ref, yn = zfunf® 
Setzt man 
nf= MIs, y — y,®), 
s0 wird 
N EN 
(1) | f y= ym’ 
l4 Sai 
f Dy Y — Y T’ 


[en S 
\vn- Zeh 

Nach § 82 ist nun 
Rats nt = Ma, fi (8, Y): 


Aus der ersten Formel (2) ergibt sich aber 


Vy v v 
z, fh (2, Y) = — Arie II (@,9, — Yp 2p): 
# 


Der Strich an dem Produktzeichen bedeutet, daß ein Wert von m, 
und zwar in unserem Falle u = v, auszulassen ist. 
Man sieht aus dem Obigen, daß 


n(n+1) 
Bm alu: ee 


wird, wobei wir unter D das Produkt 


a 
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| II (2, Yy Yp 2a) (u< 1) 
p,” 
verstehen. 


Andererseits hat man (vgl. § 81) 
Bits yh = Rey a Riy Rj, fr' 
R, , jet gleich 1. 
Nach $ 82 hat man ferner (vel. die Formeln (1 D) 
Ren = (- 1th 0, — 1) = t ty. By 
Rey = fA (1, 0) = (— D Y -e Yn 


so daß 
; Ban Van man 
wird. 
Da Rr yr und Ryy,ny gleich sind, so ergibt sich 
nm Di 
Rr, h 7 (= 1) n” 
Der Fall x, y, ..-2, Y, =0 erledigt sich durch eine Stöugkeits- 
betrachtung. i 
Ist 


so können wir 
s, =n", ud y=n"n, 
setzen. Daun wird nämlich 
H (z,y —y,®%) =n H (y — n, 2) = nf. 
Die Formel für R,,, läßt sich in folgender Form schreiben: 


n(n—1) 
Ran =(— 1) 3 m-24, 


4-1 


wobei 


ist, 
Benutzt man statt /,, /, die Formen 
1 1 

pazi Mh 

so tritt an die Stelle von Rin 
1 

Rum = ins Pht 

und man hat 


n(n—1) 


gup = (1) : p 
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8 87. Invarianteneigenschaft der Diskriminante. 


Unterwerfen wir die Form 
fiz, y) = H (Ey — n, ?) 
der linearen Transformation 
Ja p ) 
ER KH 
füy)=IHl&'y-n/») 


Sii n óE, vr An, 


so geht sie in 


über, wobei 


. p Ere Fan, 
ist. 
Hiernach wird 
a a ER E 
und für , 
g' = IIE; n, 4 u Tok (u < v) 


ergibt sich die Formel 
AJi' = (æ ò 53 By» "=D A. 

Die Diskriminante der Form / unterscheidet sich also von der 
Diskriminante der Form f nur um den Faktor (ed — Ay", 
Auf Grund dieser Eigenschaft sagt man, die Diskriminante sei eine 
Invariante der Form f. € 

Man kann sich von der Invarianteneigenschaft auch auf folgende 
Weise überzeugen. 

fi, /, seien die Formen, die aus /, bzw. f, durch Anwendung 


der linearen Transformation | S Ä entstehen. Dann ist nach § 83 
° 1 


(1) Run = ad By Rat 
Ñ» 7, Stehen nun in einer einfachen Beziehung zu den Ab- 


leitungen f’, f von f nach g, y. 
Ersetzt man nämlich in der Forinel 


df=fdx+f,dy 
x, y durch «æ + fy bzw. yx + öy, so findet man 
af = j («dw + pdy) + hyde + ddy), 


df =(æh +yhde+ Bh +0h)dy. 


d. h. 
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Andererseits ist aber ` 
df =f'de +h dy. 


=ehtrh 
h =P PA Fofa 


Also folgt 


Hieraus ergibt sich 
(2) Rye = (ed — P A RAR: 
Wenn man nämlich von zwei Formen gleichen Grades 


p =ar Hoet. E 0p 
yp =d £? +d £=! -H.a a H d, 


die Resultante bildet, so ist sie eine homogene Funktion der Deter- 


minanten 


0.20, 


| d, d, 
und zwar von p'* Ordnung. Diese Determinanten multiplizieren sich 
aber alle mit «ô — fy, wenn man p, y durch «p +y bzw. 
Bp + y ersetzt. 

Aus (1) und (2) folgt nun 


Ry pr E2 («u ô as Ba LENEN Rii 


‚ia 


’ 


oder l 
Ryp = (e ENT Ban 


& 88. Anderer Ausdruck für die Diskriminante. 
Die Diskriminante der Form 
r= M(E, y — na) 


ist, abgesehen von dem Faktor 
n(n—1) 
— 1) 27 n 


gleich dem Produkt 
d'= M (Eni, —n,$,)°- (u <») 
RE / 
In § 21 betrachteten wir die Vanpermonpesche Determinante 


EES] 
ae l 


ee 


P= (m — T) - 3)... =): 


(£a — 2). (2 — 2) 
(@ N: © ) 
hat. Setzen wir s 5 
z, =, wal n 
v 
so wird 
Su Ny — Nusy 
Ta = IE BETE 
Nu y 
und P? wird gleich 
dol 
E 
also 
d= (m re a 
Da nun 
Et ig da 
& & m n—] 
n—1l an—? n—1 
el per a nei) 
n—1 en—?2 n—1 
| Sn n n Im 
so ist 
ESRR] -1]2 
& & ni 1 
Er = 
dajn 8m... m 
n—1l 2n—2 n—1 
n n Tin »+« An 


Wir wollen die Multiplikation nach Spalten ausführen und zur 
Abkürzung die Bezeichnung 


a ee 


benutzen. Dann erhalten wir 


Sgn-2,0. an-3,1 °°* Snila- 
A= | fin-s San-a,2 =i Sa-a 
Sn-jn-ı In-2,n.'"* S0, 3n-3 


Das ist eine symmetrische Determinante von dem in § 51 be- 
trachteten Typus, also eine HanxeLsche Determinante. 
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8 89. Diskriminante der quadratischen und der kubischen Form. 
Um die Diskriminante der quadratischen Form 
f=a2°+a0y-+a,y? 
zu berechnen, hat man nach § 85 die Resultante von 


ð 
f - 1 L 2a + a y, 
ð 
h= = a © + 2a y 
zu bilden. Diese lautet 
2 
Dt 4a, a, — 0’. 
a, 2a 


Zerlegt man f in Linearfaktoren 
f= ($y — m 2) Ey — m 2), 
so ist (vgl. $ 86 Schluß) 
daa, — a? = — Hm): 
Sind die Linearfaktoren von f reell und verschieden, so hat man 
bat —a?<0. 
Stimmen sie überein, so ist 
iaa — a? = 0. 
Sind sie konjugiert komplex, so wird 
N 40,0, — q? < 0. 
Andere Fälle können, wenn man a,, a,, a, als reell voraus- 


setzt, nicht eintreten. 
Die Diskriminante der kubischen Form 
f=? 4 a sy H a wy? + a y? 
ist die Resultante der beiden quadratischen Formen 
ð 


f = -2L = 302° + 20, zy + 09°, 


ð pA £ a 
Ta = 4 =a v“ + 2a, TY + 3a y”. 
Diese lautet aber 


8a, 2u a 0 8. 24 u 0 
0° 78.0r.20,:00 . 2%, 3, 0 
eS | 0 30, 2a % 


0 u 2 8a, 0 a 20 8, 
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Entwickelt man nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich 
— (6a, a, — 2 a°) (6 a, a, — 2a,?) + (9a, a, — a, a,)? 
oder 
(9a, a, — a, a,)’— 4(3a,a, — a,’)(3a, 0, — a,?). 
Zerlegt man f in Linearfaktoren 


ha (E y — m x)( 2Y — Ng x) (Ez y KE Ng T)» 
so läßt sich die Diskriminante auch in der Form 
— 8B (És 1s — 9 é)? (Em — hs &)° IE = m é)? 
schreiben. 
Sind alle Linearfaktoren von f reell und voneinaider verschieden, 
so wird die Diskriminaute negativ. 
Sind zwei gleiche unter ihnen, so verschwindet die Diskriminante. 
Sind zwei Linearfaktoren (z.B. & y — n o und &,y— »,x) kon- 
jugiert komplex und der dritte reell, so ist die Diskriminante positiv. 
Rechnet man die Diskriminante ganz aus, so findet man 
81a,’a,?— 54 ao Q a; a, — 3a,?a,’+ 120,0,°+12a,°a, 
oder ` 
B (27 0,°a,?— 18a, a, a; ay + 4a,a,’+4a,°a, — a,’@?). 
Summiert man bei jedem Glied dieses Ausdrucks die Indizes sämt- 
licher Faktoren, so ergibt sich immer die Summe 6. Man sagt 
deshalb (vgl. 8 83), daß die Diskriminante isobar und vom Gewicht 6 
ist. Man kann dies auch aus der Invarianteneigenschaft der Dis- 
kriminante ableiten, ähnlich wie bei der Resultante. 


8 90. Invarianten einer binären Form oder eines Systems 
binärer Formen. 


S 

Die lineare Transformation k 5) führe 
z f=a x" +a ayt an YT 
in 

feat a aniy HF On Y" 
über. 

Ein homogenes Polynom J(ap, @, -:„ a„) heißt eine Invari- 
ante von f, wenn sich J (a), Qy, ~- Am) VOD J (aos @,, o- y Ap) nur 
um eine Potenz der Transformationsdeterminante unterscheidet, 
wenn also 

J(a,, Gj» ..y An) = («ð B 8ye J (a, Qie ap) 
ist. 


208 Beziehung der Invarianten zu den Linearfaktoren der Formen 


Betrachtet man außer / noch eine andere Form 
g=b"+barmiyt...+b,Y, 
die bei 5 3 in 
Y 
g =b a + b atly... H bn ye 
übergeht, so heißt ein sowohl in a,, @, ..., a, als auch in b,, 
di, e.e ba, homogenes Polynom Jay, Gy.u 0,5 bos dir + bu) 
eine simultane Invariante. der Formen f, g, wenn 
ONCE TE VEE S EEO ES 


1 
o) | =e yE IE se 


ist. Jn ähnlichem Sinne spricht man von Invarianten bei mehr als 
zwei Formen. 

Wir haben in der Resultante zweier Formen f und g eine 
simultane Invariante kennen gelernt. Die Diskriminante einer Form f 
liefert ein Beispiel ‚einer Invariante. 


§ 91. Beziehung der Invarianten zu den Linearfaktoren 
der Formen. 


Wir haben in $ 82 und $ 186 gesehen, daß die Resultante von 
f und g in einer einfachen Beziehung zu den Linearfaktoren von f 
und g steht. Ähnliches fanden wir bei der Diskriminante einer 
Form f. 

Diese Ergebnisse sind spezielle Fälle eines allgemeineren Satzes 
über Invarianten, den wir jetzt ableiten wollen. 

J (aos Ay, -+ ap) sei eine Invariante der Form 


=" +a#nlyt...+a,y® 
Zerlegt man f in Linearfaktoren: 
f= 0Y NH). my m) 
so hängen die a mit den z,, y, durch folgende Formeln zusammen: 


a = (= Dy Ya ++ Yni 
a = (IPE Y o Ya te EY si Ynt Cai 
nes NS EAT a er 


E E E A 


Da nun J ein homogenes Polynom in den a ist und die a linear 
und homogen von v,, Y„ abhängen, so wird 
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kin 9 2.5.0.) 
= J(& Yii Vas Yai ++ +5 Dma Ym) 
und J ist ein Polynom, das sowohl in z, y, als auch in m., 9 --» 
als auch in z,, y,„ homogen ist. 
Dieselbe "Beziehung besteht zwischen J (a, ++. Ga) und 
I a 35 Tas Yai +5 Cms Ym), Wenn wir mit v, y—y, æ die Linear- 
form bezeichnen, in die sich z, y—y,„= bei der linearen Trans- 


formation k F) verwandelt. 1 


Die Gleichung. 

EO a A A A OA Aa By) Ila, U 
die den Taran tencharaktar von J en nimmt jetzt folgende 
Form an: 
a) Mary: ur) 

\ = (@ð— py) I Ya Ay Yi e-i Tar Ya) 

Sie sagt aus, daß J eine simultane Invariante der Linear- 
formen BY — Yp? ist (u =1, 2, ..,.m) 

Hat man umgekehrt. eine simultane Invariante J der Linear- 
formen 2,y—y,2(u=1, 2, ... m) und läßt sie sich in der Form 
J(@,, @, +... Am) schreiben, so et sie eine Invariante der Form f. 

Man hat hierin ein Mittel, um Invarianten zu bilden. Bei zwei 
Linearformen 

2 art- ay, bas tby 
ist nämlich die Determinante 


DE bi 
eine Invariante. Führt man die lineare Transformation £ 3 
aus, so verwandeln sich die Limearforinen in & 

a at a'y = (ea, Hya) (Pa, + da,)y, 

bd w+ b y= (aby + yb )e + (Pb, +b )y- 


Hiernach ist- also 


f durch ( 5) entsteht. 


Kowau»wakt, Doterminanten j l4 


210 Systeme linearer Formen und lineare Transformationen 


Hat man es mit meùr als zwei Linearformen zu tun 
arta y, bot Hby, at oY +... 


so sind 
| a, a, | a, a, | | ba b | 
3 | > | , ’ 
|d di ee a N ea 


Invarianten von ihnen. Dasselbe gilt von jeder homogenen ganzen 
Funktion dieser Determinanten. 
Liegt nun 2. B. eine quadratische Form 
f= awd- tny + ay? = my - Hy Ya a) 
vor, so ist 
ya | 
‚any 
Tu Ya, Wa: 
eine Invariante der Linearfaktoren von f. Dasselbe gilt von 
(2% Y Pa)” 
= Ya = 2a a, M Ya tan = + y)? Aa nY Ya 
er Ba 
== q, 4.4,0,. 
aq? — 4a a, ist also eine Invariante (und zwar die negativ ge- 
nommene Diskriminante von f). 


Zwölftes Kapitel, 
Lineare und quadratische Formen. 


"892. Systeme linearer Formen nnd lineare Transformationen. 


Eine lineare Form in n Veränderlichen =, my, ..., x, ist 
ein Ausdruck von folgender Gestalt 
au +, rt... tar: 
Die a sind Konstanten. ’ 
Wir wollen ein System von m linearen Formen betrachten : 
fi = h t Hy Hoi tl 
fa = lyy Bi F Agg Ta Fa +02, 
fa = Amih + tag Ty F ME eha AN Onn Cn’ 
Der Rang der Matrix 
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a1 Gy... 


TERN 
(1) Üo Aaye on 
5 RAE 
heißt der Rang des Systems fi, fy -+o fa 
Setzt man 
et tr tra 
(2) | Ba = 0y B E Cga By tt 


Da = Cal + On 2 + ae: + Can Eur 
so nennt man diese Operation eine lineare Transformation. 
Im Falle n=2 haben wir bereits von linearen Transformationen 
gesprochen (vgl. $ 83). 
Die Determinante 
On 3 


(8) Oel 


| Cal Cng ai Can t 
heißt die Determinante der Transformation. Ist sie gleich Null, so 
spricht man von einer singulären Transformation. 
Unterwirft man nun die Formen f, fa ---, fa der linearen 
Transformation (2), setzt man also in ihnen 
w = 0 n 40,0% +...+0, we1l,2,..,n), 
so verwandeln sie sich in 
fi a ayı vi Ar aia. T3 Ra i Anka, 
fa = an s1 + ag wg Ho tanz, 
fa = miti + aa +... + Ann 
Die neuen Koeftizienten hängen mit den alten durch die Formeln 
zusammen 
a E t T Ara Cza en Gun Cnst 
a,, entsteht durch Komposition der r'“ Zeile von (1) mit der 
wn Spalte von (3). . 
Die Determinante 
an Gr ve ray 
ana rooy R Orsu 
ar, u) Gru s SAA | ar 
14* 


\ 
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ist somit das Produkt ’der beiden Matrizen 


Ani Arn.. Arn 


Arl Ar? s.e Ayın 


Gr, Qr? .. Arun 
und 
Cis Os e e Cas 
Cis, Oms. Cn sy 
a Aa Claut On 
also nach § 34 gleich 
Irt ee e Aritu nee. Crus 
> 
| Aruh .. » pt Ct, su ... Oro | 


Jede u-reihige Determinante der Matrix 
Qiy 2.» Ain 
(4) a a9 RUN) ab 
(AW, A PEA, nn 
ist eine lineare Kombination von wu-reihigen Determinanten der 
Matrix (1) Daraus können wir schließen, daß der Rang von (4) 
nicht höher ist als der von (1) Wenn nämlich alle w-reihigen 
Determinanten in (1) gleich Null sind, so gilt dasselbe von allen 
u-reihigen Determinanten in (4). nae 
Ist die Transformation (2) nicht singulär, so lassen sich die 
Gleichungen (2) nach z,', y, ..., z, auflösen. 
Wir bezeichnen mit O©,, das algebraische Komplement von e,, 
in der Determinante C und setzen ¿ 
Ori Tiia 
Ẹ Yar’ 


Dann lautet die Auflösung von (2) nach x Dy, ... ©, 


2 = Ya trat: +Yın la 
(5) 2y = Yn B F Yosa tt Yan 


Ta = Yar t Yna tat + Yan in 
Unterwirft man die Formen f’, f', -s fa der linearen Trans- 
formation (5), so gelangt man zu f, f» -+ fa zurück. Der Rang 
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der Matrix (1) ist daher nicht höher als der von (4} Keine der 
beiden Matrizen (1) und (4) hat also einen höheren Rang als die 
andre. Daraus ergibt sich folgender Satz: 

Bei einer linearen Transformation, die nicht singnlär 
ist, bleibt der Rang eines Systems linearer Toren un- 
geändert. 


8 93. Die Determinante als Invariante. 
Wir wollen die n linearen Formen 
heart tm 
Re, F lyg To +...40,2%, 
fa = Gp B E pg Ta H oo Fna Ba 
der linearen Transformation in § 92 unterwerfen. Sie mögen dabei in 
fi = aii mi + ai t3 +... F ainin, 


14 + + ’ ’ ’ ’ 
h = an mi + ag wt o ta, 


j 4 } 5 P 5 , 
[n= auti t ano Ta -o o H Ann Tn 


übergehen. 
Setzen wir 
a, u“ aii An 
A= KPS e aP Co MR. ER N 
RR A, Amt ann 


so gilt die Gleichung 


Es ist nämlich (vgl. § 92) 
ER 7 a,i Ce FE Qro Cos tar tat 


Unterwirft man n lineare Formen in n Veränderlichen 
einer linearen Transformation, so multipliziert sich die 
Determinante der Formen mit der Transformationsdeter- 
minante, 

Man sagt auf Grund dieser Eigenschaft, daß die Determinante 
der n Formen eine Invariante ist, und zwar gegenüber allen 
linearen Transformationen, 
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§ 94. Bilineare Formen. 
Wenn in einer linearen Form 
au +, Feit anO 


die Koefüzienten durch lineare Formen in den Veränderlichen y, 
Yar -+ y. Yp ersetzt werden, so entsteht eine bilineare Form. Eine 
solche Form ist also ein Ausdruck von folgender Gestalt: 


(1) f= Da,27,%. ME ER Be! 
Die Determinante der a,, heißt die Determinante von f. 
Wenn man die æ oder die y einer linearen Transformation 
unterwirft, so geht die Bilinearform wieder in eine Bilinearform über. 
Um uns im folgenden bequemer ausdrücken zu können, wollen 
wir die quadratische Matrix 


a Ey Cin 
Ual Oog + + Can 
; OIE T 0 
das Produkt! von 
fi Piz Pın fi fiz» Pin 
u Bar Pos- Ban und pi f + Ban 
Bas Bas" Ban Bar Ba fl 


(in dieser Reihenfolge) nennen, wenn 


pe = Ên P Tha bse t Ea 


A E E T ETE l 
Wir drücken die Beziehung zwischen den drei Matrizen durch 
folgende Formel aus: 


\ k a } ’ 14 7 

Uii ar Uin Bu Biotie Pin \ [Pu Piz- Pin 
. t 3’ A 

Coi Kage e Can = Bei Dis ... Ban Pa 232 See Ban 
r or i , 

Na ET Baa TA E a KAN ELSI PTEIN e EN 


1 In $ 34 betrachteten wir eine andere Multiplikation von Matrizen. Wir 
sprachen dort vom inneren Produkt. Hier könnten wir also die Bezeichnung 
&ußeres Produkt benutzen. Der Unterschied ist aber schon dadurch ge- 
nügend hervorgehoben, daß das Produkt jetzt eine Matrix ist und damals 
eine Determinante war, 
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Diese Formel bedeutet also daß die r® Zeile der «-Matrix 
erhalten wird, indem man die r Zeile der #-Matrix der Reihe nach 
mit allen Spalten der #’-Matrix zusammensetzt. 

Mittels einer solchen Formel läßt sich z.B. sagen, was aus 
n linearen Formen 

aii Ty Fag a + eee Fan Zas 


Aay A tagt... 


Ganl % NA o? = ER Tn 
wird, wenn man sie der linearen A i 
’ + ’ 
zer Hee tann 
By = 0p, B F Cog tt 
+ ’ 
$ Ta = Oal Ti F Caa & BE a L 
unterwirft. Gehen die Formen in 


D 


r d + 
ai zi + a a +. ASE ER A 
, t ’ LA , 
aa Xi + a2 ta + -e F an Day 
r Ti 7 ar r r 
ani 2i F an2 T2 ooe F ann Ün 
über, so besteht die Relation 
+ ’ ’ 
Qil 2 ~. An 4] Ay, Cil 2 + An 
t + 
A A e.. An | Cz aeee 9, LE N 
r ? ’ 
NEUN BEE Mach RR RE AE 0, Or ONA 


In der Tat ist (vgl. $ 92) 
a,, ee Cis RE ara %, +. st %n ne’ 
Man muß also, um die Matrix des neuen een zu erhalten, 
die des alten rechts mit der Matrix der Transformation multiplizieren. r 
Was wird nun aus der Bilinearform (1), wenn wir auf die y 
die lincare Transformation 


= fa n t Pie A + Hlin Ya? 
= fah + Prs U Fe EPan Yn 
Ya ER ji: as Ya ru OR ys 
anwenden? 


1 Damit meinen wir, daß die Matrix in der Transformation den zweiten 
Faktor des Produkts bildet. »’ 
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Schreiben wir die Bilinearform, nach den æ geordnet: 
DACA Y asi Q,, Ya a Bee T Orn Yn) 2ps 


so sind die Koeffizienten von =, £, ... £, lineare Formen, die der 


obigen Transformation unterworfen werden. 
Die Bilinearform geht also über in Da, x,y,, wobei die & mit 


den a in folgender Weise zusammenhängen: 


Di ae lia m haire hn) f Ên Bise Pin 
A üa Ag in | _ | O a'e Aon Par Pas --- Pan |; 
4,1 üa: mi an Qai Qn Hee Onn Ên Pas ae Ban 


Re E EA EIA 
Setzen wir in Ia,, z,y, 

BT r f 

eh trat tin 


+ ’ ’ 
Ty = Ugy tlg ter tl nr 


+ + , 
= Yi F Una Ta bee. Elin Un 


so erhalten wir eine Bilinearform Ia/, «,/ Yy,- 

Um zu sehen, wie die a,, mit den a,, zusammenhängen, ordnen 

< $. + . 
wir &a,,x,y/ nach den y. Dann haben wir 
> (a, i H A Ty RS m as T) Ya 
und die Koeffizienten von y,', 45, +, Yp sind lineare Formen, die 
durch die angegebene Transformation in 
is ti F a2 H Hm (el, 2,...n) 


übergehen. Es ist demnach 


aı A... S Bid. BER UN 
aig A% <.. 2 L| a ee ing tr n a ln 
Min ad, sua Ann ün lpse ünn Gar na Uan 
oder, da diese Formel nur eine Zusammenfassung der Relationen 
+ 
=, ts Oar Pere Flis Onr ns=l, 2, y n) 
darstellt, 
dir a2 -> Ain Ol A PEA are 
a1 02... Mn | _ Cg Cage Eag || Ayı gg An |, 
, r ’ J 
Oni An2 e Ann Ey Uan’ ee Kun Qai Anz ee Dan 
d 
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a aia Se Ain 
A 02... An 
Ani Au? Ann 


w Aare) (a Hr a Bar Pias Bin 


o 
Qia Egger Ana || Oog Qog -+ Qon || Bor Bose Ban 


N 


Cin Gone: Can aanl Any. Oan Bai Bag: Ban 
Wir müßten eigentlich die beiden letzten Faktoren in Klammern 
einschließen. Wir können diese Klammern aber auch fortlassen, 
weil hier das assoziative Gesetz gilt. Sind M, B, © drei solche 
Matrizen, so hat man immer 
ABC) = (ABC. 
Man schreibt deshalb statt A(B C) und (UB)E einfach A Y C. 
Aus Formel (2) ist zu entnehmen, daß jede m-reihige Deter- 
minante von 


(2 , ' 
a Q12 » +. An 
a am... An 

t 7 ’ 
Anl An? Ann 


x 


sich linear und homogen durch die m-reihigen Determinanten von 


ail Bige u 


Qaj Aggie sa Ag n 


~ Qal ang SIN Aan 
ausdrückt. 

Bei linearer Transformation der » und der y erhöht sich also 
der Rang der Bilinearform? nicht. 

Sind die linearen Transformationen nicht singulär, so kann man 
von der neuen Form zu der alten durch lineare Transformation der 
w und der y zurückgelangen. In diesem Falle ist daher der Rang 
der alten Form nicht höher als der. der neuen. Es gilt also folgen- 


der Satz: 


1 Im vorliegenden Falle hat dies folgende Bedeutung: Anstatt zuerst die 
% und danu die y kgnn man zuerst die y und dann die & lincar transformieren, ` 
? d.h. der Rang ihrer Determinante. 


Ba EIER EEE 1 EEER 
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Wenn man die z und die y nichtsingulären linearen 
Transformationen unterwirft, so bleibt der Rang. der 
Bilinearform X a, x,y, ungeändert. 


g 95. Symmetrische Bilinearformen und quadratische Formen. 


Die Bilinearform Xa, „s, y, heißt symmetrisch, wenn ihre 
Determinante symmetrisch, wenn also a,=a,, ist („s=1,2,...n) 
Unterwirft man die æ und die y derselben linearen Trans- 


formation, setzt man also 
Rn, = Ba z + Bra Ty TG Bonn» 
Yre A n $ rs Ya Tasch Pen Ya 
so geht die symmetrische Bilinearform wieder in eine solche über. 


Für die Koeffizienten a’, der neuen Form gilt nämlich nach § 94 
die Formel 


w= 2, en) 


An ’ 


Qu 


a dia ».» 


r ’ 
a 12 s.. 


’ + ' 
\Anı Anz» Ann 


Br Bar > Pai) (ar Gia > + mn (Bar Bis +: Ban 
a | Bie Boa -ee Pas || Tor Oor -ee Orn Ba Paa tee Bon $ 
x Bin Pan din Dar al Gun». Oan Bai Pas EISEN Dun 
Sie sagt aus, daß 
Qr, = Èa, Rar Bu: 


u und v durchlaufen beide die Werte 1, 2,... n. Wir dürfen sie 


also vertauschen und schreiben: 
a,, zy Sa, Bor Bis 


2 iY 
ist, 


a,, er 8; Pas Por zo Gr 
ur 
Setzt man in einer Bilinearform die y gleich dem &, so ent- 
steht eine quadratische Form in den æ, Eine solche Form ist 
also eine lineare Kombination von 
T’, m7, 
‘Sie enthält 


oder, da O=, 


2 


en A Bay ar Da Tue 


nin — 1) ar n(n +1) 


n 
U 2 2 
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Glieder. Man kann immer eine symmetrische Bilinearform an- 
geben, die sich in die quadratische Form verwandelt, wenn man 
die y gleich den w setzt. Bezeichnet man den Koeffizienten von z ° 
mit a,,, den von æ x, (r< s) mit 2a,, und setzt man noch a,,=a,, 
so läßt sich die quadratische Form so schreiben 


a T, Ta’ TERN De n) 


Sie geht aus der symmetrischen Bilinearform 


Ai 
D 0,2, 


T, $ 


dadurch hervor, daß man die y gleich den x setzt. 


Unterwirft man die æ und die y derselben linearen Transformation, 
so wird 


Za ra Y, = a, Va 
Im Falle y, = v (8 = 1, 2,..., ia ist auch y/= xw; und daher 
DaT, "r %, R DAt T. 


Man nennt Xa 


2,9, die Polare der quadratischen Form 
Za, 2, %,. Wendet man auf die y und die y dieselbe lineare Trans- 
formation ‚an, 80 geht die Polare von Ia,,r,x, in die Polare von 
>&a/,x/x,, d.h. in die Polare der transformierten Form über. Auf 


aA EEA 


Grund dieser Eigenschaft heißt die Polare eine Kovariante der 
quadratischen Form, und zwar eine absolute Kovariante. 


Aus der Relation (1) ist zu entnehmen, daß 


EN ig f 2 
Ma in Qi Aize elin bu Bie -e Pin 

+ ’ + 

mM 2 oe o Mn | doa Tr ee lan Bar Bas >- Pan ; 
ir BETEN 

+ t ’ 

ON Burn ER Ba ea B 


` Die Determinante 


Ay Aet 


Qol Qog eee Ayn 


a, aaa ee lan 


die man die Diskriminante der quadratischen Form Sa, ,%,%, 
nennt, multipliziert sich also, wenn man die x linear transformiert, 
mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante. Sie heißt des- 


halb eine Invariante der quadratischen Form. 
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§ 96. Reduktion einer quadratischen Form auf möglichst wenig 


Veränderliche. 
Die quadratische Form 
Da 0:2, (a,,=a,,) 


heißt vom Range m, wenn ihre Diskriminante den Rang m hat 
Wenn man die x einer nicht singulären linearen Transformation 
unterwirft, so bleibt der Rang der Form ungeändert (vgl. § 94). 
Wir wollen jetzt zeigen, daß sich eine quadratische Form 
vom Range m(< n) auf m Veränderliche reduzieren läßt, 
und zwar durch eine nicht singuläre lineare Trans- 
formation. i 
Das Gleichungssystem 
a, 2, en 
%, 7 tapt. Dira = 0; 


Mal Ti + Qaa Ta Ti = Inn = 0 
hat nach 826 n — m unabhängige Lösungen, aus denen sich alle 
andern Lösungen linear zusammensetzen. 
Wir bezeichnen diese n — m Lösungen mit 


Pimzı Pam nml 
Pin! Pani dia ita Ban 
und wählen die m Zeilen 
Pain, Par her 


Bo 2m) LAm 
so, daß die Determinante 


Pu Biz sueis Bin 
Par Bas = + Ban 
| Bai Pas i Werk 
von Null verschieden ist. 
Nun führen wir die lineare Transformation 


T = Piat F Éis t than 
T= Bar tH Bas + Pan ' 


v, re Pie ı DRIN. di ER 'n 


aus und fragen, was dabei aus der quadratischen Form Xa s x 


2 ra rs 
wird. 
Da 
N Pi Bis Din ee een) 
9 
Ory Aoo -e sa | | Bor Boete Bon | | Ča eem ‚0 
Aal na e Oan Bar Pas: Ban E dm 0... 0 
wird, so ergibt sich, daß in 
a A2... Ain 
a az ... An 
’ ’ t 
Anl An? +. Ann 


oder 
NE RE LA E PEA 


Bia Par eee Bno oy ee am 0... 0 


ie Ran N aan Zur dm 0... O 
die n — m letzten Spalten, also (wegen a, =a/,) auch die n — m 
letzten Zeilen aus Nullen bestehen. Xa’ x, Œw; enthält also nur die 


m Veränderlichen 
Dr Da 0er Mm 
und die Determinante 
| aii a2 --. Am | 


a1 a9... Am 


GAIARI > e AFORM 

ist ungleich Null, weil der Rang von Ia,,x,z, gleich m sein muß. 

Es ist offenbar unmöglich, durch eine nichtsinguläre lineare 

Transformation Ia,,x,x, auf weniger als m Veränderliche zu redu- 

zieren, weil der Rang der transformierten Form sonst kleiner wäre 
als der Rang der ursprünglichen Form. 

Der Rang einer quadratischen Form ist also die Minimalzahl 

von Veränderlichen, auf die man die Form durch eine nichtsinguläre 
lineare Transformation reduzieren kann. 


8 97. Transformation einer quadratischen Form in eine Summe 
von Quadraten. 
f= Æ a,x, 0, sei eine quadratische Form mit nicht verschwinden- 
der Diskriminante. Dann sind zwei Fälle möglich. 
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Entweder sind in 


4, ya. Am 
de) Ayo + lan 

la,a a 
ES aa ER FE 


nicht alle (n — 1)-reihigen Hauptminoren gleich Null oder es sind 
zwar alle (n — 1)-reihigen, nicht aber alle (n — 2)-reihigen Haupt- 
minoren gleich Nall, 

Es kann nämlich, da die Determinante symmetrisch ist, nicht 
passieren, daß alle (n — 1)-reihigen und alle (n — 2)-reihigen Haupt- 
minoren verschwinden, Sonst hätte man nach Satz 28 in § 38 


- | Apr Ar 


mithin 
A = 0 
Es wären also überhaupt alle (n — 1)-reihigen Minoren gleich Null, 
während wir doch annehmen, daß die Diskriminante von Null ver- 
schieden ist. 

Wenn nicht alle (z — 1)-reihigen Hauptminoren der Diskriminante 
gleich Null sind, so läßt sich durch geeignete Numerierung der Ver- 
änderlichen z erreichen, daß gerade 


.. Qin- 


e a eair G nel +0 


A |a n-i.l Q,- PE Bag aa ,-1,0-1 
18t. 
. Wir wollen jetzt statt f die quadratische Form 
g=f—ın! 
betrachten. Ihre Diskriminante lautet 
| a urn Au 
GETI se i O aal Oan 
i = A lAn 
Ga-1,1 te Onini a-ı,n 
Anl s Q,,n-1 Apn — À 


und ist gleich Null, wenn wir 


1 Man bedenke, daß A,,= A,, ist. Wir bezeichnen mit A,, wie gewöhn- 
lich das algebraische Komplement von a,,. 
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annehmen. \ 
Die Form p läßt sich, da ihre Diskriminante vom Range n — 1 
ist, durch eine nichtsinguläre lineare Transformation auf n — 1 Ver- 
änderliche reduzieren. 
Um eine nichtsinguläre lineare Transformation zu finden, die 
diese Reduktion leistet, muß man’ nach § 96 die Gleichungen 
4 Art Be po Tlia TA 
Mr her en en) 
DH Car tr tn n-1 +(a nn N), = 0 
lösen, 
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist vom Range n — 1. 
Es gibt daher nur eine unabhängige Lösung, und wir können 


: A 


nn 


als solche benutzen. Die in § 96 mit 


Pin Bani | Pan 


sind also bezüglich gleich A,,, Ang» -+ Apn oder, was dasselbe ist, 
gleich A,,, Aynı +: +, A... Da nun 

10 ..0 0 

A DEE ESRAR: 0 ' 
T E A E E E o 
ea TEE 0 
AA A 


ln n-I,n nn 


so ist nach 8 96 die lineare Transformation 


Kor ATA 


in In 
Ty Nazi Ty Sr Kern n 
(1) EN ER ia 
S i o P -hyn Un 
De er 


eine solche, wie wir sie suchen. Sie verwandelt p in eine quadra- 
tische Form der Veränderlichen z’, 2’ ..., y 
- Es ist also vermöge* dieser Transformation 


Sia, 2,2, T. TE en >77 D, 2: 
„2 
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Setzt man z, = 0, so wird 
g =g! (r= l, ..., n— 1) und g = 0, 
und die obige Formel geht über in 


D a, 2, = Da,,%,%,- ms= 1l, u nl 

Daraus können wir entnehmen, daß 
a, E a,, 

isti (ns = l xanm l) 

Die Transformation (1) führt also die quadratische Form f in 
n=l 

geh Se, zy LA 

über. 

Wir wollen jetzt die zweite Möglichkeit besprechen, wo in der 
Diskriminante von f alle (n — 1)-reihigen Hauptminoren gleich Null 
sind. Dann gibt es, wie wir gesehen haben, einen (n — 2)-reihigen 
Hauptminor, der von Null verschieden ist. Durch geeignete Nume- 
rierung der x läßt sich bewirken, daß gerade 


Gii hs er 
. 
DR 5 EEE TE 
n—I,n 
a a A 
n-2,1 "n-2,2 n-2,n-2 


nicht verschwindet. 
Betrachten wir statt f die quadratische Form 


Y a ar 21m... Ins 
so lautet ihre Diskriminante 


tii N) Qin | |a Ee PENS +9, an tO 
van Un, Grant, an) 

E BR | ER EN RL RI an i 
9-1,1 Bi 9-1, n-1' 1, rt? hasenia eee Ayo TANT On- L SN 
Oa +, FÀ Gon E E td +0 


Sie zerlegt sich nach Satz 6 (8 14) in vier Determinanten und hat 
den Wert 


KA ER A 


— 2}? An-in 


n-I,n 


=4- 234, MA 


n-1n 


n n=] 


Transformation einer quadratischen Form 225 


Nach Satz 28 in $. 38 ist aber 


A A 
TEEN un Arin = A An-n 
| An, n-1 Aun n-1i,n? 
so daß 
AD=AT—21AA, ER + 4242 > „=(d—AA,,, Hi} 
Setzt man 
eb 
An—ın i 
so wird der Rang von D gleich n— 2. Die Komplemente von 
Onin- und a,, in D sind dieselben wie in A, also gleich Null. Die 


Komplemente. von a, , „++ und a, „,-+% sind ebenfalls gleich 
Null, weil die reziproke Determinante von D symmetrisch ist und 
in ihr alle zweireihigen Minoren ‘verschwinden. Da hiernach die 
(rn — 1)-reihigen Superdeterminanten von An-ı,n alle verschwinden, 


n-Ln 


so ist der Rang von D wirklich gleich n — 2 (vgl. $ 24). 


Die Form w läßt sich nach § 96 auf »n— 2 Veränderliche 
reduzieren. Um eine nichtsinguläre lineare Transformation zu finden, 
die diese Reduktion leistet, müssen wir nach 8 96 die linearen 
Gleichungen 

ya t oent A, n-i Ont E Onta =À, 


Qs Ti y FR TR 


ht an ae en, 
9, +. + tr) ta, = tl 


nn n 
auflösen. Ihre Determinante ist vom Range n — 2, und es gibt. 
zwei unabhängige Lösungen von folgender Gestalt 


Pi: A aS / Au-aı 1, 0, 


PEN AN) 0,-15 
Da nun 


0:2:0,2:030 
1 A Be) 


N a 
Bi Beo- Êa- 1 0 
YıYa aA ETE 
so ist nach § 96 die lineare Transformation 
KowaLgwski, Dotoriminanten 15 
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ee, , f , 

i =m + Mi: EN 
+ ’ 

%, = de n-ı From» 


Fed E. 


T Pan- Un F Yna T Br 


n-2 n-?% 
+ 

De ira T 
’ 

n =D, 


eine solche, wie wir sie suchen. Sie verwandelt w in eine quadra- 
tische Form der Veränderlichen =‘, my, ..., y-o 


Es ist also vermöge dieser Transformation 


Dana 2 
9 e WA? 
DEI ED, wir, 
Setzt man in dieser Formel 


sn- = 0 und En = 0, 


so geht sie in 
nl 1,..,90=2 
"Sa, = Sa, Pi. 
Y; 


über. Es ist also 


ar = a (mem Li ea t2) 
und die obige Formel lautet daher 
ar ee 
f=- 2 Nm ES De L 
Pr a 


Setzt man jetzt noch 


PE n 
A r=1l,..„n—2), 
’ x 
Dn-1 = n1 F Tns 
r = =- 
en En 


so wird vermöge der Transformation 


m = z + (Pit r)a F a 
Ty = T, + (Pa F Va) En-1 F Oa — Ya) En 


Daag T Tag i (Pn-2 3E Yn-2)En-ı SK (Ba-3 gi Yn-3) Tas 
Tai 2: Tal T Tar 
Va T Za Ras 


die offenbar nicht singulär ist, 


f = 2A (Th ST nt Se. 2,8 
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En nn nn ae e ee eee geg eee 
Durch wiederholte Anwendung des obigen Verfahrens gelingt 

es, der Form f die Gestalt 

A N +:..+ 0,28 
zu geben, wo die c alle ungleich Null sind. Die linearen Trans- 
formationen, die man dabei anzuwenden hat, lassen sich durch eine 
einzige ersetzen, die direkt von f zu c %4? + 0, %3 + <.. + 0,2,7 führt 
und nicht singulär ist. Wenn man nämlich zuerst die lineare 
Transformation 


that tin r=1, 2, .. 4 n) 
oder die lineare Transformation 
Bia Bıs Di bin 
7: bn Pas rg Ban 


eh 


ausführt und dann die lineare Transformation 
T, = Ppr G + Brat teet Brna r=1,2,...n) 
Bir Pia» + Pin 
Bi Baz.. - Bên 
Bai baee a Pan 
80 gelangt man von den x direkt zu den z”, indem man die lineare 
Transformation 


T, y D., Pyı g” ayi Br» bya ma” AF TAA E Br Din 2a) 


Ya Ya teten SL 
r= 1, 2, e. n) 


oder 


vornimmt, und zwar ist offenbar 


Yir Yiz ee Yin Bır Pra -e Pin) | Bi Bia... Bin 
Yan Yaa ee Yan | | Pa Bar e Pon Ba Po. -bin 


Yni Yan A 9 Yan Bar Bar : x Ban Ban Pra. y ; Ban 


Setzt man noch 


` 


1 $ i 
ži my She Tran sung 


1 
1 Fe 


Vam 


15% 
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was wieder eine nicht singuläre lineare Transformation ist, so hat 
man f auf die Form 


2 + y?+...+9,2 
gebracht. 


Eine quadratische Form 


f= 33.28, 


mit nicht verschwindender Diskrimbiente läßt sich also durch eine 

nicht singuläre lineare Transformation 

f T, = 0r Y E Oa tt f= 1, 2,.. n) 

in 

aae ae ar 

überführen. ` 
Sind die a,, reell, so wird die lineare Transformation nicht not- 

wendig reell sein. Wünscht man nur reelle Transformationen, so muß 

man, nachdem f durch eine reelle Transformation auf die Form 

oa toan H e Fn gebracht ist, 


1 1 1 
Ka = =y, ee | oo, da, = oeg na) 
Velo ya“ * Vid" 
setzen, wobei |e,| den absoluten Betrag von e, bedeutet. Dann ver- 
wandelt sich f in 
13007 u a ui AR A 


und die s sind gleich +1. Man hat nämlich s, = 1, wenn c, >0 
ist, und s, = — 1, wenn c, < 0 ist. 

Wir haben bisher angenommen, daß die Form f eine nicht- 
verschwindende Diskriminante hat. Ist der-Rang von f kleiner als 
n und gleich m, so gibt es in der Diskriminante einen von Null 
verschiedenen Hauptminor. Wir können durch geeignete Nume- 
rierung! der Veränderlichen erreichen, daß gerade 


I 
Aii dp cm 


Gy] Agg ee Qom 


Anl Omo" Omm 
ungleich Null ist. 
Wie wir aus 896 wissen, läßt sich f durch eine nicht singuläre 
lineare Transformation auf m Veränderliche m’, £g, ..., S, redu- 


1 Eine Umnumerierung der œ läßt sich als cino (nicht singuläre) lineare 
Transformation angehen. 
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zieren. Um ie solche Transformation zu finden, muß man für die 
linearen Gleichungen 
a. +9,20, = 0, 


tt tn =0, 


. . . . . . 


apy + tt = O 
ein Fundamentalsystem von Lösungen bestimmen. Da man sich 
auf die m ersten Gleichungen beschränken kann, so gibt es ein 
Fundamentalsysteın von folgender Form: 
1202230 


(ed 


Peka 7 Fmmẹl 
Pirma? ar Amm+2 


po Be eaea OS 
Nach 8 96 verwandelt dann die lineare Transformation 
than mt Din Zn 
Dun ne Dusch Banda En er en + Ban a 


r 
Pati en +1? 


, 


x = w 
nR n 
f in eine Form in »', 2,',... Sp. Es wird also vermöge dieser 
Transformation 
RR 1 m 
[2 , + 
i >; Ora Ty KAG 
T, 8 
Setzt man 
, ee , 0 ” 
De Ta TA 


So geht diese Formel in one über: 


103% 
PES 


Daraus folgt 


a = Q m s= 2m) 


Die oben angegebene lineare Transformation bringt also f auf 
die Form 


l, e m 
AJ + + 
Zr 2° 


Diese Form in æ , 2, »-.„, 2, hat eine nicht verschwindende 
Diskriminante, kann also durch eine nichtsinguläre lineare Trans- 
formation in 
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Ey ty +... +, = + 1) 
verwandelt werden, und die lineare Transformation ist im Falle 
reeller a , reell. 


898. Ausgezeichnete Numerierung der Veränderlichen in einer 
quadratischen Form. 
Wenn die quadratische Form 
jan x Qas Ty 2, 
den Rang m (& n) hat, so lassen sich die Veränderlichen x,, Ty, ..., x, 
so umnumerieren, daß 
| ai Gy. 
A =| nh 


| ani Anz: a mm 


von Null verschieden ist. 
Ferner kann man g, £, ..., @, 850 umnumerieren, daß 


| aii ais ai, m-1 | 
Me Qa) tas ER “ "i +0 
Am 1,1 a 1:35 Am}, m-1 
oder, wenn dies nicht geht, so, daß 
| a ig 1,m-2 
a tz) Aya Be E +0 
Ban, 1 mar And 


ist, 

4A, enthält eben entweder einen von Null verschiedenen (m—1)- 
reihigen Hauptminor oder, wenn das nicht der Fall ıst, wenigstens 
einen von Null verschiedenen (m — 2)-reihigen Hauptminor. 

Auf Anı bzw. 4,_, kann man dieselbe Botrachtung anwenden 
und gelangt schließlich zu 


4, = 4, +0 
oder zu 
a 
A il ERICH O. Ei a idea, 0) 
; i Qay Qaa ; 


Setzt man 4, = 1, so geht es noch einen Schritt weiter. 
Eine Numerierung der x, wie sie sich bei dem obigen Verfahren 
ergibt, nennen wir eine ausgezeichnete Numerierung. 
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Bei einer solchen Numerierung hat die Reibe 
Ay Ay + + An 

folgende Eigenschaften. 

4A,=1 und 4A, sind von Null verschieden. Nie sind zwei 
benachbarte "Glieder der Reihe beide gleich Null. Ist 4, = 0 
(0<r<m), so verschwinden alle r-reihigen Hauptminoren von A, ,,- 
Das Produkt aus 4,_, und A,,, ist (auch im Falle r = 1) gleich einem 
zweireihigen Hauptminor der reziproken Determinante von 4, ,, 
(vgl. Satz 28 in § 38) Da ein Minor dieser Art die Form 

0 aj 


| 


0:0 | 
hat, ist 
2 ee 

Wenn also in der Reihe Ay, Ay, +... A, ein Glied verschwindet, 
so haben die beiden Nachbarglieder entgegengesetzte Zeichen.! 

Erinnern wir uns an das Verfahren in § 96, so wird danach 
die Form f zunächst in eine quadratische Form in Tys ys -o Zm 
mit der Diskriminante 4, verwandelt.” Von dieser Form spaltet 
sich im Falle A #0 ein Glied o,z,* ab und co, ist gleich 
Ani An Im Falle Anı = 0 spalten sich zwei Glieder ab o„x,? 
+ Cmt %a-ı, und Cays Cm sind entgegengesetzt gleich. 

Schließlich erhalten wir 

GEHT E A 

Je zwei Gliedern A, -,, 4, in der Reihe 4p, A»... An, die beide von 
: Null verschieden sind, entspricht ein Glied cw,” und c, ist positiv oder 
negativ, je nachdem 4,_,, A, beide dasselbe oder entgegengesetzte 
Zeichen haben. Je drei Gliedern A,_,, 4, A,.,,, von denen das 
mittelste gleich Null ist, entsprechen zwei Glieder c, ,, 2%, yi +0,2, 
deren Koeffizienten entgegengesetzte Zeichen haben, ebenso wie A,_, 
und A. Hieraus ergibt sich folgender Satz. 

In der kanonischen Form ,5°+,2%?°+... F Cnm» die das 
in § 97 geschilderte Verfahren liefert, sind so viele negative Koeffi- 
zienten vorhanden, als es in der Reihe Ap, Ay, ..., 4, Zeichen- 
wechsel gibt, und so viele positive Koeffizienten als eg in dieser 
Reihe Zeichenfolgen gibt.? Dabei ist es gleichgültig, ob man die 
Null als positive oder als negative Zahl gelten läßt. 


! Wir setzen hierbei die a,, als reell voraus. 

2 Die neuen Veränderlichen bezeichnen wir hier ebeneo wie die alten, 

3 Ein Zeichenwechsel findet statt, wenn ein positives ncben einem nega- 
tiven Glied steht, eine Zeichenfolge, wenn zwei positive oder zwei negative 
Glieder nebeneinander stehen. 
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& 99. Das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. 


Wir betrachten eine quadratische Form mit reellen Koeffi- 
zienten. Ist ihr Rang gleich m, so läßt sie sich durch eine lineare 
Transformation, die reell und nicht singulär ist, auf die kanonische 
Gestalt 

ENAT O eae se Hay 
bringen. 

Wenn man diese Reduktion auf verschiedene Weisen 
ausführt, so ergibt sich immer dieselbe Anzahl positiver c, 
also auch immer dieselbe Anzahl negativer c. 

Das ist das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. 

Es ergebe sich bei der linearen Transformation 


4 . 3 ' LÀ 7 RR € 
(1) T, = Prah E Rra Ys o th eh) 
aus f die Form c n? -H Yy +... Hen Yn und bei der linearen 
Transformation 


w ar y, Takes 
(2) T,= Yaa E Yra Za FoF Vana r=12,...,n) 
die Form 4'’%?+%%°+...+0,'%,- Die linearen Transforma- 


tionen sind beide reell und nichtsingulär. 
Die Gleichungen (1) lassen sich also’ nach den y auflösen. Die 
Auflösung laute! 
(3) Y, N Br Ti ir Bes Ty Tee F; Ben Ta (r kE 1, 2, BAT n) 
Unterwirft man nun diequadratische Forme, y,’ 6g Yg A e ee H Cnn. 
der linearen Transformation (3), so geht sie in f über und f ver- , 
wandelt sich bei der linearen ‘Transformation (2) in e,'x,? H 0y 2y” 
+...+0,%,% Daraus entnehmen wir, dab oy’ tonite 
+ Cp Yme direkt inc, 2,” + 0,2%? +... + „2? übergeht, wenn man 
die lineare Transformation 


A A D f r è 

bia Bire ee Pin [Hi iae Pin Ò 0 Ò n 
Bar baz --: ban Vl Yar Yaa iee Yan | | Oa dar: - Ozn 
nl Baa Yin Ban Yni Ina: Ian Onı Öng "ach On 


anwendet. Vermöge dieser Transformation ist also 
y 2 a 2 ER ne 2 f 2 
An Faa Fore E OnYm =A HOR Fo E Onia 


Wir wollen jetzt annehmen, daß auf der linken Seite mehr posi- 
tive Koeffizienten vorkommen als auf der rechten. Links gebe es p 


1 Man nennt (8) die zu (1) inverse Transformation. 
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und rechts p 7a < p) solche Koeffizienten. Durch eine en. Um- 
numerierung der y und x läßt sich erreichen. daß gerade 
>06, o > 0. Sesay cp > 0 
und ; 
RES LTE SU A AS Y 
ist, 
Da p’ < p, so ist die Anzahl der Gleichungen 


pri = p41% Feen et... + Öppna? MN 


4 Yn = Om + dai l . 7 FR = 0, 
(4) 
anes 0, 


kleiner als m. Das System (4) hat also wenigstens n — m + 1 un- 
abhängige reelle Lösungen (vgl. $ 25). Dagegen hat das System 
(5) es De a ES El) 

genau n -m reelle unabhängige Lösungen. Daraus geht hervor, 
daß es reeile Lösungen von (4) gibt, die nicht zugleich Lösungen 
von (5) sind, 


Ist Z. Z, ..., Z, eine solche und setzt man 
= hat. H+t- +0, n=lr2,.2..,N) 
so wird 


An? H oYa F ee t nYa E=, 
weil die Glieder mit negativen Koeffizienten verschwinden. Da- 
gegen hat man 
REF RE +. uni < U, 
weil alle Glieder mit positiven Koeffizienten gleich Null sind, aber 
nicht alle Glieder mit negativen Koeffizienten, 
Es kann also unmöglich 
G hiz Sp} bye, tisch Im: FE ojiza Ca Za? ar On EEE 
sein, und es gibt daher mindestens ebenso viele positive ¢' wie posi- 
tive ce. Das Umgekehrte gilt aber auch, weil wir auch von o aet 
Rt... +0,2,? zu GN EGY F oe + 0,y,° durch eine 
reelle lineare Transformation gelangen können, Mithin ist p = p’. 
g sei die Anzahl der negativen c. Dann ist p- q = m, also 
gleich dem Rang der quadratischen Form. 
Die Differenz p — g pflegt man die Signatur der Form zu 
nennen. 


e 
- 
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Wenn eine reelle quadratische Form den Rang m und die 
Signatur s hat, so läßt sie sich durch eine reelle und nichtsinguläre 
lineare Transformation iu 

(6) Ya an + Ynte — Ynte 


Aa 2 
SETS Ym 


überführen. 

Die Formen f= Xa, 2,2, und j = Xa, 2, x, mögen beide 
den Kang m und die Signatur s haben. Dann gibt es eine lineare 
Transformation 7, die f in (6) verwandelt, ebenso eine lineare Trans- 
formation 7’, die f’ in (6) verwandelt.’ Die zu T iuverse Traus- 
formation, die wir mit 7! bezeichnen wollen, führt (6) in f über. 
Wendet man nun auf f’ zuerst 7’ an und dann 7-1, so geht f’ in 
(6) und dann in f über. Die lineare Transformation 7’7-1, d.h. 
die lineare Transformation, die mit der Reihenfolge von T’ und T-! 
gleichwertig ist, verwandelt also die Form f” in f. 

Wir wollen zwei reelle quadratische Formen, die sich durch 
reelle und nichtsinguläre lineare Transformation ineinander über- 
führen lassen, äquivalent nennen. Dann können wir sagen, dab 
Formen von gleichem Rang und gleicher Signatur äquivalent sind. 

Umgekehrt haben zwei äquivalente Formen gleichen Rang und 
gleiche Signatur. Gibt es nämlich eine lineare Transformation S 
(reell und nichtsingulär), die f in /‘ verwandelt, so führt die lineare 
Transformation ST’ die Form f in (8) über. f bat also denselben 
Rang und dieselbe Signatur wie f’. 

Demnach gilt folgender Satz: 

Zwei reelle quadratische Formen sind dann und nur 
dann äquivelent, wenn sie denselben Rang und dieselbe 
Signatur haben. 


$ 100. Bestimmung der Signatur einer quadratischen Form aus 
den Hsuptminoren der Diskriminante. 


Wenn wir eine ausgezeichnete Numerierung der Veränder- 
lichen vorgenommen haben (vgl. § 98), so läßt sich aus der Reihe 


l Ag t 


| a, tg | AT 
1) 4 = l, 4 = ty Aara a Balken A = Aoz Aag 2m 
9] Aas | RR 


E EEE? 


. , N 
die Signatur der Form Sa,,z,z, erkennen. 
nn kei 


1 7 T” sind reell und nichtsingulär. 
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Die Form sei äguivalent mit 
2. i 2 
- An? HOY Sp selon Ya 


Es gibt dann nach § 98 unter den c so viele positive (negative), 
als Zeichenfolgen (Zeichenwechsel) in der Reihe (1) auftreten. Dabei 
ist es gleichgültig, cb die Null als positive oder negative Zahl an- 
gesehen wird. 

Wir wollen unter dem Symbol 

sgn © (signum z) 
1 oder — 1 oder O verstehen, je nachdem æ positiv, negativ oder 
gleich Null ist. ` 

Dann wird, falls A, und Æ in der Reihe (1) eine Zeichen- 
folge liefern und nicht Null sind, 


sgn (A 


ae. 
Liefern sie einen Zeichenwechsel, ohne daß 4,_, oder A, verschwindet, 
so wird 

sgn (A, ,A)=—1. 

Der-Zeichenfolge entspricht ein positives c, dem Zeichenwechsel 
ein negatives c. 

Ist A,=0. so haben wir in A,_,, á, A,.,, einen Zeichen- 
wechsel und eine Zeichenfolge. Ihnen entsprechen ein negatives 
und ein positives c. 

Handelt es sich nur um die Differenz zwischen der Anzalıl der 
positiven und der Anzahl der negativen c, also um die Signatur s 
der Form, so kann man bei der Zählung der Zeichenwechsel und 
Zeichentolgen diejenigen fortlassen, an denen ein verschwindendes 
«i. beteiligt ist. Um s zu finden, bildet man also die Produkte A,_, 4, 
und streicht die verschwindenden. Nun zählt man, wie viele posi- 
tive und wie viele negative dastehen und bildet die Differenz zwischen 
der Anzahl der positiven und der der negativen Produkte. Diese 
Differenz ist gleich 

D sgn (A, A)» 
wobei sich die Summation über alle stehen gebliebenen Produkte 
4,_,4, erstreckt. Man kaun die Summation`aber ebensogut über 
alle Produkte A,_, A, erstrecken. Wenn nämlich A, = 0 ist, sọ 
hat man 
sgn (4,_,4,) = sgn (4,4, ,,)= 0. 

Für die Signatur der quadratischen Form: gilt demnach die 

Formel 


236 Klassifikation der reellen quadratischen Formen 


m 


s= = Š' sgn (A, 


r=l 


Wir können aber auch schreiben 


ei 
=> sgn ( d,- 1 4,), 


weil im Falle m< n Ayyı... 4, gleich Null sind. 


a. 


§ 101. "Klassifikation der reellen quadratischen Formen. 


Wir nennen wie in § 99 zwei reelle quadratische Formen f und 
f äquivalent, wenn es eine lineare Transformation S gibt (reell und 
nichtsingulär), die fin f verwandelt. Die inverse Transformation gt 
verwandelt dann f in f 

In $ 99 sahen wir, daß zwei reelle quadratische Formen dann 
und nur dann äquivalent sind, wenn sie denselben Rang und die- 
selbe Signatur haben. ` 

Alle Formen, die denselben Rang und dieselbe Signatur haben, 
wollen wir zu einer Klasse rechnen. Dann besteht diese Klasse aus 
paarweise äquivalenten Formen und Formen, die verschiedenen 
Klassen angehören, sind nicht äquivalent. 

Wie viele solche Klassen gibt es im Falle von n» Veränder- 
lichen? In jeder Klasse existiert eine Form von folgender Gestalt 
+... + —- Hıır- 0: 

m ist der Rang und 2p — m die Signatur der betreffenden Klasse. 
m kann, wenn wir die identisch verschwindende Form mitrechnen, 
jeden der Werte 0, 1, ,.., n haben und p jeden der Werte 0, 1, ..., m. 
Es gibt also m-+ 1 Klassen, bei denen der Rang gleich m ist, 
folglich im ganzen 
tee u) 
Klassen. 
Greift man aus jeder Klasse einen Repräsentanten heraus, so 


hat man "tuto Formen 


fis fas ++ PhatDm+2) 


von solcher Art, daß jede reelle quadratische Form mit einer und 
nur einer von ihnen äquivalent ist. 
Wird die identisch verschwindende Form nicht mitgerechnet, 


so gibt es nur neto Klassen und Pat Repräsentanten. Jede 


reelle quadratische Form, deren Koeffizienten nicht alle gleich Null 


Klassifikation der reellen quadratischen Formen 237 
m 
sind, ist mit einem und nur mit einem von diesen Repräsentanten 


äquivalent. 
Im Falle n = 1 kann man 
2’ und Sns 
‚als Repräsentanten benutzen, im Falle n = 2 
y 2? 2 2 2 E A Ra 
oo u) yon, mn a Ori 
im Falle n = 3 
2 PERS ea | 
rt are, u a A ae e %, Tgi 
2 m i 2 2 poa 2 
ta an mn, S, Ti 


usw. 

Quadratische Formen mit nicht verschwindender Diskriminante 
bezeichnet man als nichtsingulär. 

In n Veränderlichen gibt es n+ 1 Klassen nichtsingulärer 
Formen, 

Wir wollen hier noch eine andere Klassifikation der reellen 
quadratischen Formen erwähnen, bei der zwei Formen f. und g dann 
und nur dann zu derselben Klasse gerechnet werden, wenn f und 
g oder f wà — g äquivalent sind. 

Das Repräsentantenverzeichnis wird in diesem Falle kleiner. 
Beschränken wir uns auf nichtsinguläre Formen, so gibt es für 
n=: ] nur einen Repräsentanten: 

0 
für n = 2 zwei Repräsentanten: 
rn m? gt, 
für n = 3 zwei Repräsentanten: 
x? En ie Ar w 2° + Di E w 
tür n = 4 drei Repräsentanten 
| trat 
vis -A m + Ta = 2 
T? + 02 =} a osoa 2% 
für n = 5 drei Repräsentanten 
T? H a? a H Pu n, 
trat”, 
g? + T? Je Ta S 22 ch Lu: 
Bei n Veränderlichen gibt es 
25 1 oder no 
Repräsentanten, je nachdem n ungerade oder gerade ist. 
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8 102. Definite quadratische Formen, 


Eine reelle quadratische Form vom Range m heißt definit, 
wenn ihre Signatur gleich m oder gleich — m ist. Eine solche Form 
ist also entweder mit 


Pe o H an 

oder mit 
2 Ir RR 
- 1? — t s. =t 


äquivalent. Im ersten Falle spricht man von einer positiven 
quadratischen Form, im zweiten von einer negativen. 

Wenn f eine definite Form ist, so hat man immer f= 0 oder 
immer f= 0, wie auch die reellen x gewählt werden. 

Durch diese Eigenschaft sind die definiten Formen charakteri- 
siert. Ist nämlich eine quadratische Form vom Range m nicht 
definit oder, wie man sagt, indefinit, so ist sie mit einer Form 
von folgender Gestalt äquivalent 


ut... + - Tpi mee. — m. (0 < p< m) 


Eine solche Form ist sowohl positiver ale auch negativer Werte 
fähig. Sie wird z. B. positiv, wenn man z, = 1 und alle andern x 
gleich Null macht, und negativ, wenn man z,,,=1 und alle 
andern œ gleich Null macht. 

Wenn man bei einer definiten Form Za,,0,x, deren Rang 


gleich m ist, eine ausgezeichnete Numerierung der œ eingeführt hat, 
so kann es in der Reihe 


Y Ya um 
Si a By Oog eee % 
Aula Br n 
do Ay, . . . . . . 
ER A EI A 


entweder nur Zeichenfolger oder nur Zeichenwechsel geben. 
Im Falle einer positiven Form sind alle A positiv, im Falle 
einer negativen Form sind sie abwechselnd positiv und negativ. 
Eine nichtsinguläre definite Form in n Veränderlichen ist 
entweder mit 
zz +... E 
oder mit 


- a? 2°... 


äquivalent. Sie ist offenbar nur dann gleich Noll, wenn alle ven 
änderlichen gleich Null sind. 
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1, ea L n * i . Er} * . . ” 
Ist f= D)a,,x,x, eine nichtsinguläre definite Form, so sind in 
ra 


ihrer Diskriminante alie Hauptminoren ungleich Null. Setzt man 
nämlich in f alle x außer 
DE ee ee E S) 
gleich Null, so ergibt sich eine Form in Zes Zn +++, Sry, deren 
Diskriminante 
Onr, Our om urn 


Apr Onr e rry 


Grym Irpa > Orprp 


ein p-reihiger Hauptminor der Diskriminante yon f ist. 
Wäre nun D = 0, so ließen sich t, Tr, . +» Sr, so wählen, daß 
arr, Trn F Onr Irn Toe F tn rp Ur = 0, 
Orri Tr F Orire Trt e- 4 Grnrp Tro = 0, 
pre, t Orpre r Fe F pp, = 0 
ist, ohne daß te, Sms... Tn, alle verschwinden. Dann hätte man 
aber, wenn wir die übrigen w gleich Null lassen, /= 0, ohne daß 
alle ~ gleich Null sind. 
Für eine definite quadratische Form mit nicht verschwindender 
Diskriminante ist also jede Numerierung der æ eine ausgezeichnete 
Die Glieder der Reihe 


Any. Aan 


sind entweder alle positiv oder abwechselnd positiv und negativ. 
Im ersten Falle haben wir eine Form, die nur für y, =v, =... 
=x, = 0 verschwindet und sonst immer positiv ist. Im zweiten 
Falle verschwindet die Form auch nur für z) =, =... =s, = 0, 
ist aber sonst immer negativ. 


$ 103. Reziproke einer quadratischen Form. 


f= Xa, x, 7, sei eine nichtsinguläre quadratische Form in 
RATE 
A,, bezeichne wie gewöhnlich das algebraische Komplement 


von a,, in der Determinante 
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1 
Br Hair ig 
a RE ERI 


Aa nen 


Wir wollen die Form f der folgenden Transformation unter- 


werfen: 
A in r 


= + T % +...+ A Day 
A ’ A r Asn [4 
= r7 ut. tm 
A Any , Aan 7 


' Sr +... JA Va 
Sie geht dabei über in f = S'ap., s, und man hat (vgl. & 95) 


t + 
Cil 42 »». Aln 


r ’ + 
Anı Anl.» Ann 


Au Au Ani, Aii Ais S 
u S ee 
Qi A ich, a 
Ais dán Akad B nA ji An An Aan 
a DENE EA DL N ATEA 4A 
din Ann Ann] nn naie Cant An Ans, Ann 
Te er BAAR EN 
Nun ist aber 
Ay Aon Zn: X 
43243 BAT \ 
Fe n Aii 9: ee ain 10 0 
a) ng 
DT Ar Ay] Aag ee] A 01 0 
Arin Ain Ain Oni Inz: Marn 00...1 
A CA A 
Also wird! 
Au An ,,, An 
aii %2 lin 3 5 4 
a2 dag an a eoa a ei Aae 
an1 an? ... Ann Au Ans EE 
A ME A 


1 Man bedenke, daß A,, = A, ist. 
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Daraus ergibt sich 


A dr , ’ 
f= > 7 U 


Man nennt diese Form die Reziproke von f. Bildet man von f 
wieder die Reziproke, so ergibt sich f. In der Tat ist das 


algebraische Komplement von fu in der Determinante 


An Ans Ain | 
Ae er 
Ayı Ar Arn 
AA | 
Anı Ann Ann | 
AGE LANA E EESAN 


nach § 38 gleich a,,:A. Die Determinante selbst ist gleich 2. 
Die Reziproke der Form f’ lautet also wirklich Da,, x, ”,. 


Die Transformation, die f’ in f verwandelt, ist folgende: 
t 
v = Myt F laty Hoet Onta 


; 
Ly = Oyy By F aog Ta Hooe E PR) 


, 


== Ei E A 4 
Ta =. A T mot ben. F annn 


Bilden wir zu einer reellen nichtsinguläreu Form f die Rezi- 
proke, so ist sie mit f äquivalent, hat also auch dieselbe Signatur 
wie f Die Reziproke einer definiten Form f ist wieder definit, 
und zwar positiv oder negativ, -je nachdem f positiv oder negativ ist. 


$ 104. Eine Invariante einer quadratischen und einer linearen Form. 


Wir betrachten eine quadratische Form 
f = >; Q,; T, T, 
= Da D, 


und eine Linearform 


in den n Veränderlichen «. 
Unterwerfen wir beide der linearen Transformation 


(1) 2, = Br m + Brata +... ar Binta? 
EZ SEN) 


f= DAO 


KowaLewski, Determinanten 16 


so geht f in 
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und ? a a 
l= Da, 2, 
über, 


Die lineegre Transformation 
(2) | that then r=1, 2, a} n) 


' r 
Tni = Tnt 


verwandelt also die quadratische Form 
Rs 2 
in 
f H RË tnye 
Die Diskriminante von f -+ 2le,,ı lautet 


| 7 Gig es Ain A 
Coj Qag ee Aan Ag 

(8) 
ER 


RBB OR x 


und nach § 95 besteht zwischen ihr und der Diskriminante von 
f +24 die Beziehung 


[2 ’ ’ 
MH a2 ++. Ain 4 4, Ga -.-., 0% 
ag, 03 REST a Qa W + Dan a, 
(4) ; EBA 
rA r 2 t zn | 
Ani n2 ++. Ann Ay "aa, ger Arn a, | 
LEO a ON 
wobei 


| Bi fis ga Pin 
Be Par Ps are Pin 


ER 


die Determinante der Transformation (2) und zugleich der Trans- 
formation (1) ist. 

Der Ausdruck (8) multipliziert sich also, wenn man auf f und ! 
dieselbe lineare Transformation anwendet, mit dem Quadrat der 
Trensformationsdeterminante. Auf Grund dieser Eigenschaft nennt 
man ihn eine Invariante von f und } 

Bezeichnet man mit A,, das algebraische Komplement von a,, 
in der Diekriminante von /, s0 ist (8) nach § 42 gleich 


— 4,0 r 0,. 


Se | 
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Wir wollen jetzt zu f und ! noch eine zweite Linearform hinzu- 
nehmen 
ı = > Di 


Um eine Invariante von f, }, l} zu erhalten, bilden wir die Bi- 
linearform 


r a | 

Da, %.Y, ar + > b,%, = Yazı > a, T,- 
Unterwerfen wir sowohl die æ als auch die y der linearen Trans- 
formation 


Pir Ara Pin O 

Bar Baz ** + Pan O 

Bar Paz e Pan O 

102204 97:03 

so geht die Bilinearform in L 
Day H m D y, + Yael Dan 

über, und nach $ 94 multipliziert sich dabei die Determinante der 


Bilinearform mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante, d.h. 
mit B? Es ist also 


NS 


+ + r + 

Qil Qg «+. Gin a Ay ya re» an a, 

As A s.e m A2 AAO +» T A 
(5) Í = 

’ ’ ‘ + 

Ani n3- -Ann Un a, Ga te ann Oa 

A E AA) ae n ENEAS 

oder | 


S 4.06 = PS A. ab: 
Dies läßt sich auch direkt aus der oben konstatierten Kigen- 
schaft 
> Ara ar = BID A, ar de 
entnehmen. Ersetzt man hier nämlich die Form Z durch -+ AZ, 
so tritt an die Stelle von 2’ die Form !’-+AZL’. Unter 2 verstehen 
wir eine beliebige Konstante. Ordnet man nun in der Gleichung 
D Arala, + Ab) + Ab) = BID Ar, (ar + Ab), 4 Ab) 
auf heiden Seiten nach Potenzen von A, so ergibt sich 
DA aan S Ars drb, RD Ars br bs 
= B? X 4,0-0, 4 2 AB? DA,,a,b, T AI BANNA ur 
Hier müssen nun die entsprechenden Koeffizienten links und rechts 
gleich sein, und dadurch erhalten wir auch die Formel (5) ` 
; 16* 
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Ge ähnlich beweist man, da 


Ca ha ++, bi 
| da Gog ©: + Gy % b, 
Or Ana lan a ba 
6% 02050 
020, 5 000 


eine Invariante der quadratischen Form f und der vier Linear- 
formen La, x, Db, 2, Ie,r,, Id,z, ist. Sie multipliziert sich, 
wenn man die fünf Formen derselben linearen Transformation unter- 
wirft, mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante. 


Ebenso ist 


a, 42 aba] 
Ay] Gog»: Aen Qg by G 
(1) aain Oan On bn $i 
O ka ena À) o 0 
ne OE 
A OS S O ENEE) 


eine Invariante der quadratischen Form f und der L.inearformen 


Sax, Db 2 20, 2 DA L Iez,, 39,2, Usw.- 
Nach § 42 ist die Determinante (6) an 
| an br | | © | 
> l, dr, 1 | Ce, Cu EEE (r, IL to» 5, LA Sa) 
an bra | | do n| as 
Dabei bedeutet A,,,, das algebraische Komplement von 


J 
ar, d) Or, h | 


Arna, Areta 
in der Diskriminante A von f. 
Ferner ist die Determinante (7) gleich 
N) 
me ` | Ar, Dr, Cr j a 
Qr, br, Cra | | Is Ir Is 
wobei unter A, „rn, das algebraische Komplement von 


80% 


A rar) 


RN 


j + 
Oy, Eu Ch 


res Ans, Or ss 
Ares, Grong Aressy 


Arye Orase Crass 


in A zu verstehen ist. 
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8 105. Invarianten von zwei quadratischen Formen. 


Die beiden quadratischen Formen 
f= D0,,%,% TEDD 
mögen bei der linearen Transformation 
= Bar ou aE Bis T T El DE 
= 1,2, 2.0) 
in 
f= Da, x, ER g za > T, A 
übergehen. Dann wird aus f+ Ag, wobei A eine beliebige Kon- 
stante ist, f + Ag". 
Die Diskriminante von f + Ag’ unterscheidet sich daher von der 
Diskriminante der Form f-+Ag um den Faktor B? (Quadrat der, 


Transformationsdeterminante), Es ist also 


aii -+ Abı, ao + Abio, <. Ain + Abim 
aa ä À bor, 1222 ae Also, AUTAS aon F Abon 


ani Sis 2 bais an2 + Abaz, LER ann + À ban 
a tH Abar tg t Er BR en RS 


= pè | ĉa et GH Abe > 0, ER A 


ER: ar A h WD rib 
Entwickelt man Ae und links nach Be von A, so lautet 
die obige Gleichung 
IS thArr hr... JA 
= B(A hA + AR H+ HR) 
Hieraus folgt, da A ganz beliebig ist, 
JB?) J = Bid; AR da HRA 
Js Ji... J, sind Invarianten von f und g. 
Ji aa J: kennen wir schon. J, ist nämlich die Diskriminante 
von f tn JS, "die von g. 
Im Falle zweier binärer Formen 
f=a x + 2a ry + a y’, 
g=b 2 + 2b y+ by? 
ist die Diskriminante von f+ 4g 


—— - = Ham. m 10000000011010111.11012.700.111117 1 mn € 
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eE = een 
ap t Abo a +ib | 

ú H$ b, a, t 7i b, 

b, a, Qij b, 


b, a, a, b, 


raa| 
Bee 


ia a, | 


+) 


Hier hat man 
J = t b, —2ab + a by. 


Dies ist also eine Tnvariante von f und g. 


106. Andre Methode, eine quadratische Form in eine Summe 
von Quadraten zu transformieren. 


f= Sa xx, sei eine quadratische Form in x,, Zy, -.-, Dp 


Wir wissen aus 8 104, daß i 
| a an 
Aai Qag P Qo n U, 
(1) Eee | NA, 
Oni au: s Ain U, 
a ise WENNO 
eine Invariante der quadratischen Form f und der Linearform 
= Zu, v, ist. z 


Wenn man die æ einer nichtsingulären linearen Transformation 
unterwirft: 
T, == Pat t Pat + t ten n? 
ni], 2, „eo. n) 


so erleiden auch die u eine solche aronsioima mor: Aus 


Dir =F u, 2, =D hrt "a Ty 
ergibt sich nämlich: 
u, = Pinth + part a t s + Par Up: 
wi, en : 
Diese Gleichungen lassen sich nach den u auflösen und lauten 
dann iÁ $ X 
U, = Py u a; fro tig” A Brn tn 
m A) 
Ë., ist das algebraische Komplement von f, 
Determinante der f. 
In genau derselben Weise findet man die lineare Transforma- 
tion in den z, wenn die in den u gegeben ist. 


dividiert durch die 
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EEE N Sax 


Man sagt, daß die x und die u koutragredient transformiert 
werden. 

Wir wollen annehmen, daß die Diskriminante Avon f nicht 
verschwindet. Dann ist (1) eine quadratische Form in den u, 
deren Diskriminante ebenfalls nicht verschwindet, 

Wir werden jetzt (1) in X O w,? transformieren. Die kontra- 
grediente Transformation verwandelt dann f in Det, 

Setzen wir R= A und 


Qy Gjeka U e Up 
lar ur en U y 
R,=| 9, Cnst Onn Weee Vap |? 
a 0] 


U 4 


e RI 


t p Ug pee- U el) 


so lassen sich die tpa (v = l, ...; ni m= l, .-. p) so wählen, daß 
Rij R re E, 
ungleich Null sind. Rpg Bagor: 
Null (vgl. 8 19). 
Nehmen wir an, đaßB`R,, von Null verschieden ist. Dann läßt 
sich — R, als quadratische Form in 


. sind dagegen immer gleich 


Up Uapi tets nn à 
auffassen. Ihre Koeffizienten sind die algebraischen Komplemente 
der a, in R, Wären sie alle gleich Null, so hätte man in den 
n ersten Zeilen der Reziproken von R, uur p= i (< n) Spalten, 
die nicht aus lauter Nullen bestehen. Die Reziproke von R,-ı müßte 
verschwinden, was aber wegen R, +0 nicht der Fall ist. Man 
kann also durch: passende Wahl von tps Wop» + ++, %,, bewirken, 
‚daß R, 4: 0 wird.! Da nun R, 0 ist, so läßt sich erreichen, daß 
R #0 wird, ferner R, #0 usw. bis zu R, #0. 

Ersetzt man bei R, in der letzten Zeile oder in der letzten 
Spalte t p, “gps +++, Upp durch %4, Ugy +. +, %,, BO entsteht eine 
lineare Form in ty, Ua.: U, die L, heißen möge. 

Schreibt man in R, statt %, ps Upps +++, Upp überall (d. h. so- 
wohl inder letzten Zeile als auch in der letzten Spalte) t4, tys... t 


n’ 


. — * Bei einer quadratischen Worm, deren Koeffizienten nicht alle gleich Null 
sind, lasseu sich die Veränderlichen so wählen, daß.die Form ungleich Null wird, 


einer quadratischen Horm. 


so ergibt sich eiua quadratische Form in t, %, ..., W, die wir 
mit Q,_, bezeichnen. 
Offenbar ist 


Kl 
| aF L, P, | à 


ein zweireihiger Minor in der reziproken Determinante von Q, Nach 
Satz 28 in $ 38 hat man daher 


DB ben, N 
Daraus folgt, da R, ,, R, ungleich Null sind, 
Qr- Or br 


Qo Q x L? i 
TE TS OR 


RU ER 
R R, R 


f Bun 0. on 
HANT RAER ERa 


und bedenkt, daß Q, (aus demselben Grunde wie R, 1) verschwindet, 
so findet man 
er LR ERS; 


PTR Re Sa 


L, Dy.. L, sind n unabhängige Linearformen in ty, y...,%,. 
Sonst könnte man nämlich Q;, d. h. die Form (1), auf weniger als 
n Veränderliche reduzieren, während sie doch nichisingulär ist. 


Setzt man also 

u’ = L = bat + Êa rt... E Puy tns 
m, = La = firth F Bost + F Pnet 
u = L, =p u F Bant + F Panto 


n 
so ist durch diese Gleichungen eine nichtsinguläre Transformation 
bestimmt, die Q, in 
6, ur + C; w? RC Ca u 


verwandelt (6, S a ): 
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Die Bnapredienie nn in den g lautet 
= Paz + Pre en 

T, “fan tint = Pr Hann 

az Ba that + Ant n 


Verwandelt sie f in f = Ia/,x/z,, 80 ist nach § 95 


BE i , , 
a UR ee lin U 

, ' r , 
un A22 ».. lsn Wg 

“ ` 19 

à N = D#(0, ur -r C, tla Ping TE Cu n P). 

+ ' ‘ ' 
Oni On 2 An U 

‘ + ’ 
u U, u, U 


B bedeutet dabei die Determinante f. Hieraus ersehen wir, daß 
Aao rah A,=-BG, 


T 


ist, Daraus folgt aber 


a,,=0 =s), 
so daß £ 
l FD" 
wird. Zur Bestimmung der e, dienen die Gleichungen 
’ 0 KA 
re O ((=0%-:-0) 


Beachtet man, daß 


C= BR, 
und 
y 
. C, = Tè, R, 
ist, so ergibt sich . 
: mE SR, 


mithin 
f=- Ra Rt, 

` Die obige Methode hat den York, daß man deutlich sieht, 
wie die Koeffizienten der Transformation von den Koeffizienten der 
Form f abhängen. ZL, hängt (ebenso wie R,) linear ab von den 
(n —p)-reihigen Minoren der Diskriminante (vgl.8 42). A, =) Ba peta hap 
sind also lineare Kombinationen dieser (n — p)-reihigen Minoren. 

Man überzeugt sich leicht, daß man die «,,, die in den KR, 
vorkommen, ganzzahlig annehmen kann. Dann setzen sich A, ,» 
Pep ++ Pap aus den (z — p)-reihigen Minoren der Diskriminante 
durch Additionen und Subtraktionen zusammen. 
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Die geränderten Determinanten A, Bys s R, lassen, wenn 

f reell ist, die Signatur von f erkennen, und zwar ist diese offenbar 
gleich 

— Disgn(B,., R) 

vl 

Bei einer positiven Form sind also 

N RE 
abwechselnd positiv und negativ, bei einer negativen Form sind 
Bor Ri +» R, alle positiv. 


Zum Schluß wollen wir noch den Fall einer singulären Form . 


besprechen. Wir nebmen also an, daß f den Rang m(<n) hat. 
Dann setzen wir n — m = p und wählen p Linearformen 
E) i =u2 Ba 2 
heaun E N E e 
p= Ui pTi F igp t. EA H 
so, daß die oben mit R, bezeichnete aha yon Null ver- 
schieden ist. Ist 


`~ 


aaea Ue Pa S nA 


1r 17y 
Arin Orar =e e rarm + 0 
Orr Ormras ee Urara i 
und sind @,, ©,» --- 0, die Zahlen, die in der Reihe 1, 2, ..., n 
nach Streichung von ri, fas ».., "a übrig bleiben, so genügt es 


l = os ly = Eog eey lp = Dop 
anzunehmen, ; 

Nachdem tman erreicht hat, daß R, +0 ist, läßt sich wie oben 
bewirken, daß auch R 41s -+ Æ, ungleich Null sind. 


Dann gelten die Formeln 


2 
9 Sart Zorn 
Ry Raya E, Rpg ? 
s 
pr. p+ Dà 42 


R, Ep4 BR 'P+2 2 Da Rare 


Aus ihnen ergibt sich durch Addition (da Q, = 0): 
a Rn ea 
Ve ER Ryga Hyas NT R 


3 
k 
3 
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EOSED SOSEN 


Lpa Dprzr t: Z, Bind n — p = m unabhängige Linearformen in 
U, U, ..., u. Sonst ließe sich nämlich die quadratische Form Q, 
auf weniger als m Veränderliche reduzieren. Ihr Rang ist aber 
gleich m. Denn die Diskriminante von — Q, besteht aus den alge- 
braischen Komplementen der a,, in Ry Jeder r-reihige Hauptininor 
von-ihr geht, abgesehen von einer Potenz von R, aus R, hervor, 
indom man die Zeilen und Spalten des homologen Minors streicht. 
Es kommt dabei immer eine verschwindende Determinante hersus, 
solange n —r<p, dagegen nicht immer, wenn n —r =p, d.h. 
= m ìst. , 

Man wähle nun p lineare Formen L, La, ..., Lp 80, daß 

Li, Ly, .. ., Z, unabhängig sind und setze 


web, welie.s u, = Ly 
Dann hat man eine nichtsinguläre Transformation, bei der 


Q, i pL Yp} T Op+2%p42 Hoe +H On Un 
wird, wobei 
R R R, 
GOE AEE u a E a O r e 
SEINE OESP R R d e rE AER 


gesetzt ist. 

Die kontragrediente Transformation in den ~ möge f in f = 
Da, x, m’ verwandeln und die Formen 4, lhs... l in 

Ve Suse, ENU e a e G p Dr 

Bezeichnen wir mit B die Determinante dieser Transformation, 

so ist nach § 104 
Qp = B? Q, = B’(Oprı Up Ar ige C, un). 

Q, entsteht aus Q,, indem man alle Elemente von Q, mit Strichen 
versieht. 

Aus der obigen Formel ergibt sich, daß die reziproke Deter- 


minante von R; so lautet; 


> rl 
0 0 v REDE ARD aD 


ORTE FEDO N TR Opa Uzta 


CO Ai At] 0) IE BEOLNUN EUR 
U ar ER Uran EA) De 
UNSERER Dura 0.5 0 ER | 
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Bildet man hiervon wieder die Reziproke, so erhält man, abgesehen 
von einem Faktor, die Elemente von R,. Man erkennt auf diese 
Weise, daß die Diskriminante von f’ folgendes Aussehen hat: 


+ LA t [4 
ayı <.» jp Al p+ PARTEL i EN | 
| 


. . . . . - . . . . 


, ’ + + 
api +. pp appl» Ayn 
t ’ 
alien Gptl,p Cpi ++ 0 
t ’ 
| ani .. e np 0 eee Cn 


Die e sind alle vox Null verschieden. Ferner ist u,,= 0, sobald r > p. 
Da die Diskriminante von f’ den Rang m =n — p hat, so be- 

stehen die Relationen 

a = Dr pyr nyi TEANA BEER r 


f dis > 
Bel 2 
rs 850, & ‚ ; p) 


Hieraus ergibt sich 


i Ei O pa oN. T e Ne 
f = 4 (gut D ans + ...+0,[®, BD 
r= K 


p41 
oder, wenn man noch 


’ + 
X, = Usern X= 2p 
X RL NER F an pyi Bu 
typl ~ p Hl ER 
Re re y 
a C N an ee 
setzt, 
s f = 0,41 A + +0, Kph 
a 
uU os Wip 
BIO ee ht a EER 
pri y 3 y A Cpu 
PLN 
(O = tpit Ca) 
und 
r ? 
Ui» Wip 
4 ; $ : 
BIR, =R; = (~) Be N ER, 
" + 
Upi .. Upp 
so hat man ‚ 
paa 12.88 = 
y Ony p PtH 
oder 
C A a oien: w=1,... m) 
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Für f’ ergibt sich also 
f =— Ry Rosi Xps — Rori Roro Nyra — 2 — Rri m Ar. 
Im Falle einer reellen Form kann man aus Rp, Rppo e R, 
ablesen, welche Signatur die Form hat. 


Dreizehntes Kapitel. 
Einiges aus der Elementarteilertheorie. 


§ 107. Büschel von Bilinearformen. 


Wenn f und g zwei Bilinearformen sind, so nennt man den 
Inbegriff der Formen Af-+ uy ein Büschel von Bilinearformen. 

Wir schließen den Fall aus, daß das Büschel eine Form ent-" 
hält, deren Koeffizienten sämtlich verschwinden. Zu diesem Zweck 
müssen wir verlangen, daß A, u nicht beide-Null sind und daß 
die Formen f und g, die Grundformen des Büschels, sich nicht 
bloß um einen konstanten Faktor unterscheiden. 

Ist 

f= > wi Yn gE > b,, Da Yis 

80 lautet die Determinante der Form Àf- ug 


Lay H riby, Ada FH uber oy Am, F Mb, 
AG F birr Ado F Ub -e Aan T U Ozn 


j D, (4, u). 
i Aa, ir n biis Aang + u bus: e., Aann + u ban 
Wir wollen uns auf solche Büschel beschränken, bei denen 


D,(A, u) nicht identisch Null ist. Man nennt derartige Büschel 
uichtsingulär oder ordinär. 


$ 108. Die Elementarteiler des Büschels. 


Da D,(A, u) nicht identisch verschwindet, können auch die 
p-reihigen Minoren von D,(A, u) nicht alle identisch verschwinden. 
Es dürfen nämlich von den p-reihigen Minoren, die in p bestimmten 
Zeilen (oder Spalten) von D,(A, u) enthalten sind, nicht alle identisch 
Null sein, damit nicht D,(A, u) identisch verschwindet (vgl. Satz 12 
in $ 19). 

Man denke sich nun die p-reihigen Minoren von D, (2, u), soweit 
aie nicht identisch Null sind, in ihre Linearfaktoren zerlegt. Da 
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a 2 E 
sie binäre Formen p'™ Grades in A, u sind, so Er jeder p Linear- 
faktoren, 

Das Produkt derjenigen Linearfaktoren, die in allen p-reihigen 
Minoren vorkommen, wollen wir mit D, (4, u) bezeichnen. Dabei 
ist jeder Linearfaktor mit der richtigen Vielfachheit anzusetzen. 
Kommt er z. B. in allen p-reihigen Minoren doppelt und wenigstens 
in einem gerade nur zweimal vor, so muß er auch in D Az H) ZWej= 
mal nn z 

D,(A, u) ist der größte gemeinsame Teiler der p-reihigen 
Minoren. Gibt es keinen Linearfaktor, der in allen p-reihigen 
Minoren vorkommt, so setzen wir D,(A, p) Sh 

D, (à, u) ist sidik gleich 1, weil wir annehmen, daß f und g 
sich nicht nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. 

In der Reihe 

Du), Dur), +, Di (A, 2) 
“ist D (A, u) durch D,_,(A, u) teilbar, D,_,(A,#) durch D, ,Q@, u), 

RD, (2, u) durch D, (A, u). Dies beruht darauf, daß jeder (p +1) 
Fakie. Minor von D; (2, u) sich, nach einer Zeile entwickelt, als 
lineare Kombination p-reibiger Minoren darstellt. 

-Es lassen sich also n — 1 binäre Formen 

Bl, Bl, u), ... Build) 
so wählen, daß die folgenden Gleichungen gelten: 
D, (, p) = Dpi (&, 1) E (2, H), 


n 


2 Di Be u) E 2 af u) E, a (2, u), 


D, a jij = D, ü, u) E n~ a: u). 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich, da D, (A, u) = 1 ist, 
D., u) = BA , w) IE; (A, ji) sers Ep- (A, u). 
E, (2, u), T (2, RB), e Du, u) nennt man die Eiementarteiler 
des hier ERI Bormenhtischels, 


8 109. Invarianteneigenschaft der Elementarteiler. 
Wenn man die æ der nichtsingulären lincaren Transformation 


fn Bis a in 
(1) Pa Bay o: Pen 
Bet, Se à 


1 Lingarfaktoren, die En nur um eine Konstante unterscheiden, gelten 
als nicht verschieden, 
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marean  — 


ünterwirft und die y der az: Be Tora 


Bu Yiz- CPA 


(2) I u e 
EL ss ne l a 
\Yn1 /n2-" EAA 
so geht 
Aft pg = A lrs Lr Ya +e brs Vr 9; 
über in 


Af Hpg = AD apy t Ya F D bes h Ya? 
und man hat (vgl. S 94) 

` Thai Hub, Aa -+ ubi -o Lain + lin 

(3) Kap A- phbr, A aart bag, e oey Alan + iban 


et S 
; Å ani t H bais 2an + U bngs +» Y ns 

Bababa) [Ahi Fub Ara thb nA F Eba [7a dia ee di À 

Prahaa: -Pna Aa,, Fitba gA Hfbgos ey Allant Uban) | Yar Far Fan Ä 


Braban: Bun Lany äbun Aano Hlbng e Aann t dan War Yna Yan 
Nun sei AN a 

Pi Pisae Pan 

Baı Bas S 


ER 


die zu (1) inverse “Transformation (vgl. 8 99) und 


Pia Yis e ss Yi» 
Yar va -ie Yon 


A Ina N Yan 
die zu (2) inverse Transformation. Dann ist 


ra + dr A bar + Ron ht Ebin 
(4) Aa, + hba fa Elan MoA Ge TU bru 


3 


ey Se 7% Ànn T Mban 
Ên ar Anı\ [Aav ubi Rat pba, -Atut pbi) [7i a Fin 
a Ria BR ns Aası + pbs Rasat big, + Atin + bin Yar Far t Yan 5 


Brußan- P, hamt hbno ara F aha «Rahm + Ubh Inı Vaate Yan! 
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Aus (3) geht hervor, daß die p-reihigen Minoren von 


kan + ubin ap + uhi, <- ain + Ubin 
DÉ: u) u an + u ba, A ga Fu Don A An Fu bay 
lanit lebai, Aana F Ubas -e Aann F Mban 

sich linear durch die p-reihigen Minoren von D,(4, u) ausdrücken. 
Die Formel (4) läßt erkennen, daß auch umgekehrt die p-reihigen 
Minoren vou D,(A, u) sich linear aus den p-reibigen Minoren von 
D; (A, u) zusammensetzen. Daraus folgt, daß der größte gemeinsame 
Teiler D,(A, u) aller p-reihigen Minoren von D,'(A,«) und der 
größte gemeinsame Teiler aller p-reihigen Minoren von D, (A, u) nicht 
verschieden sind. 

Demnach hat das Büschel A f’ -+ ug’ auch dieselben Elementar- 
teiler wie das Büschel å f + ug. 

Af-+ ug behält also bei allen nichtsingulären. linearen 
Transformationen der y und der y dieselben Elementar- 
teiler. 


$ 110. Reduktion von Af-- ug auf eine kanonische Form. 


Wenn man in dem Büschel Af-+ ug zwei Formen 
PF=er+ßg 
G=yf-+0og 


auswählt, die sich nicht bloß um einen konstanten Faktor unter- 
scheiden (œ ð — By + 0), so wird 
KF+-WG=(ah HEHA + dung. 
Dasselbe findet man, wenn man in Àf- uy 
heah+tyu, u= pry Ò 
setzt, also A, u linear transformiert. 

Man kann es immer so einrichten, daß die Determinante von F 
nicht Null ist. Es genügt nämlich, œ und £ so zu wählen, daß 
D,(e, b)+ 0, und dann y und ô so, daß «ö— py #0 wird. 

Aus dem Obigen geht hervor, daß wir keine wesentliche Be- 
schränkung einführen, wenn wir annehmen, in unserm Büschel 
Af+ug habe die Form f eine von Null verschiedene 
Determinante. Betrachten wir zwei Formen, die sich nur um einen 
konstanten Faktor unterscheiden, als nicht verschieden, so erhalten 
wir alle Formen des Büschels mit Ausnahme von f, indem wir in 
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m _—_—_—— m DU mm ———————— 
wf—g 

dem œw alle möglichen Werte beilegen. 

D,(A, u) verwandelt sich, wenn wir @f—g zugrunde legen, 
in- D (0, —1), also in eine ganze rationale Funktion von œ. Dasselbe 
gilt yon den Elementarteilern. Wir wollen statt D,(®, — 1) und 
E,(@, —1) kurz D, und E, schreiben. Ferner AES wir zur Ab- 
kürzung t 

af—-9= SIR T, Ypi 
so daß 


: a T Dra 
ist. 


Im vorliegenden Falle leisten die geränderten Determinanten 


Ca Ga ete On Un aee Wp, 
091 Cog urn Con Us] Ugg ... Ua p 
*e, C, [4 U Us» 
nl n2 nn ni “n2 np 
R, ie F 0 0 (p=1 2 ) 
ATTAT EAN : 
AREI N VO 0 


Up Vapet Uap ISSE AE ESANI 
ähnliche Dienste wie die Determinanten R, in $ 106. 

Entwickelt man R, nach den p letzten Zeilen und den p letzten 
Spalten (vgl. § 42), so "treten als Koeffizienten die (n — p)-reihigen 
Minoren von D, auf. Alle Koeffizienten sind also durch D,_, teil- 


bar. D, setzen wir gleich 1 
Es "laßt sich nun durch passende Wahl der u, v erreichen, daß 


R 
Da = 5 R, (o) 


gegen D, teilerfremd ist. (p = 1, 2, .., %) 
Sind 5 lg: ».. die Wurzeln on D,= (0, so müssen wir 


zeigen, daß bei geeigneter Wahl der u, v 
R, 0) Rp (O) -+- DE 2 20) 
alle von Null verschieden sind. 
Wir haben es hier mit einer endlichen Anzahl von Polynomen 
zu tun, die nicht identisch verschwinden, d. h. in keinem der Poly- 
nome sind alle Koeffizienten gleich Null. 


1 Dies ist eine Gleichung n“® Grades. Der Koeffizient von œ" ist nämlich 
die Diskriminante von f 
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Das Produkt aller dieser Polynome ist wieder ein Polynom, 
das nicht identisch verschwindet. 

Es genügt also, wenn wir folgenden Satz beweisen: 

Ein Polynom ® in z, %,,...„ zy, das nicht identisch 
verschwindet, läßt sich durch passende Wahl der z von 
Null verschieden machen. 

Wir wollen annehmen, daß der Satz für N— 1 Veränderliche 
bereits bewiesen ist. Ordnen wir dann ® nach Potenzen von x,, so ist 
der Koefüizient der höchsten Potenz ein Polynom in z,, ... Ty, das 
nicht identisch verschwindet. Bei passender Wahl von ®,, ..., zy 
wird also ‘dieser Koeffizient ungleich Null sein. Die Gleichung $ = 0 
ist dann nur für eine endliche Anzahl von Werten z, erfüllt. It 
x, von diesen Werten verschieden, so hat man $ + 0. 

Wir kehren nunmehr zu den geränderten Determinanten X, 
zurück. Wir denken uns die u,v so gewählt, daB N, gegen D, 
in prim ist, daß also R, mit D, den größten gemeinsamen Teiler 

„htp=l,2,..., N) 

P Ersetzt man in 'der letzten Spalte von ER, 


Ups Ugpı oe e Unp 


durch 
; Us Ugs ee y Ur 
so entsteht eine Linearform in t, Uz, ... %,, die wir mit U, be- 
zeichnen. Werden in der letzten Spalte von R, 
AR 


vn a) 


2p? np 
durch 
Va Vare. Vn 
ersetzt, so ergibt sich eine Linearform F, in v, %, +. Yn 
Ersetzt man in R, 

th pa tg pi e Un durch ai tis Us su. 
und > 

U Yapı sr Eag durch; vi, Von. 2.0.3 


so gewinnt mav eine Bilinearform in u, tig, ... u, und Vj, da, +... Vps 
die W,_, heißen möge. 

Die (n + p)- reihigen Se von R,., in W, 
lauten offenbar 


Ry U, 
PW 


Ihre Determinante ist nach dem Syuvssterschen Satz (vgl. § 41) 
gleich W, R,_,. Man hat also 
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(1) R, W,-ı <U n ae, Wp 
und zwar für p = 1, 2, ..„ n, wenn unter R, die Determinante D, 
verstanden wird. W, ist ebenso wie R,,, gleich Null. 


Ersetzt man unter der Annahme p < n in (1) 
Ys Ur ..94%,. durch %,y4> Y,n4ıı a T Uprı) 


so verwandelt sich die rechte Seite in R,_, R,,, und hat mit D, 
den größten gemeinsamen Teiler 


Du 541 Dies. 
Da die linke Seite durch D}_, teilbar ist, so muß 
; Dee durch Di_, 
teilbar sein, also auch 
D, D, 
En-P +1 ; n-p 
BEER durch De? 


d. h. 
E, durch Epp 
Damit haben wir eine wichtige Eigenschaft der Elementarteiler 


gefunden. In der Reihe der Elementarteiler 

TA RR 
ist jeder durch den folgenden teilbar. Damit dies auch für 
E, gilt, kann man Æ, = 1 als n*a Elementarteiler einführen. 


Setzt man in (1) der Reihe nach p = 1, 2, ...„ n, so ergeben 
sich folgende Gleichungen: 


RER TE T E 


, Waea LU Vr LOs SKa LA 
(2) PoR +R tot 

U, V, und W,_, sind durch D, „teilbar. Wir schreiben daher 
7, =D. U; 


P 
a B,» 
W= DRS PWr- 


17* 
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Tamm m mm 


Dadurch verwandelt sich (2) in 


Wi; Da-ı RB, Dia WB, 0, Di Un 
Ra EE DEDA 1 R, RR Du. Te 2 RR Ha De Da Mn. Mn 
oder 
MER, 18, ee 
(8) BT EOnNK Tann VER 


Wenn man jetzt 
u, = Qa Y F ar Yg Hee tarn Yn 
v =A pr D +%,%+:.+%,% 


setzt (r = 1, 2, ...„ n), so verwandeln sich Up ®, in Y, £ und 
&, ist eine Linearform in den z, 9, eine Linearform in den y. 
W, geht über in 


9a b u Oln — dn Dht, 


Oan T bai? er ban! S 


“al un} 
Da, 0 
% res . . 2 Vi Tn 
Addiert man zur letzten Zeile die mit — le 
multiplizierten n ersten Zeilen, so ergibt sich 
dp. 0 dm Za,” 
O ap T bns ee Oai ban Say, Y, ; 5 


1x 1 f 
BL RR e i Eiaa SAPA 


Addiert man in dieser Determinante zur letzten Spalte die mit 


Al —_2,., + multiplizierten nersten Spalten, so findet man 


1 
a — öns + Oha bin T 2D bir Yy 


1 x 
oa, RR NER RR 73 S bas Yy 
ve Xba Dy ey SER Ya br T, — ee 


Für W,/R, erhält man also folgenden Ausdruck: 
W f g W, 


Fy 2) w? a R, 
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Dabei hat W, folgende Bedeutung: 
| 0a, bu >» 9, In DU, 


m = EE PIS O Zins 
I Dro K a y . 
W, ist in œ höchstens vom (n — ae Grade. Da en den Grad n 
hat, so wird 


i 
SEE EEE EOE 
also - 
Wo f g h 
Teen T 


wobei die Punkte Glieder mit höheren Potenzen von 1/w andeuten. 

f und g sind demnach in der Entwickelung von — W,/R, nach 
Potenzen von 1/® die Koeffizienten von 1/» bzw. 1/@*. 

Wir wollen nun auch die rechte Seite von (3) nach Potenzen 
von 1/o entwickeln. Sie lautet jetzt I(X,9, :E,R,-ı Np) 

l=@—ọ sei ein Linearfaktor von Rọ. Er sei e, -mal in E, 
enthalten. / kann in keinem R vorkommen, weil die R gegen R 
relativ prim sind. Daher ist E,R, , NR, gerade e,-mal durch 7 
teilbar. 

Man findet nun die zu } gehörigen Partialbrüche von 


Xr Yp 
. E, Rr-ı N, / 
indem man 
Up Zp Yp 
E, Np- Np 
nach Potenzen von } entwickelt. Die e, — 1 ersten Glieder dieser 


Entwickelung, dividiert durch /,, sind "gerade die zu ? gehörigen 


Partialbrüche. 

Um nicht zu viele Indizes schreiben zu müssen, lassen wir den 
Index p fort und bezeichnen R,_, mit R. 

Dann sind zunächst 


aE 3 Y 
— und en 
E RR 
in folgender Weise entwickelbar: 
UX = = -1 v 
— NH E E S E 


I E rri hinh 


x 
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Daraus ergibt sich durch Multiplikation 


LZ D ey r ; 
re KH Y HZI). 
AED AE S AEE SS 


END. ae EDNA 
Die gesuchten Partialbrüche sind also folgende: 
LY eA e A 


E , 


CEPE A e a E Aa Y 
E ea a A TEE) 


OXY t X Vate HAN 


Hier bezeichnen die X, Y Linearformen in 4, ®y,. s 2, bzw. 
Yw Yz -> » Yp, und die Koeffizienten dieser Formen sind frei von w. 


Da 
N 1 1 


= us rom sähe meiden ne 
1 (w— 9)" i U tA 


ist, so liefern, wenn man nach Potenzen von 1/œ entwickelt, nur 
die beiden letzten Partialbrüche Glieder mit 1/œ und 1/»?. Und 
‚zwar erhält man von dem vorletzten Partialbruch nur 
Drit X ratt AR 
wt a 


und von dem letzten Partialbruch, weil 


(ei 223 Bi he a ie 
t UE y w u” 
ist, 
A ee KY. 
w 
und 


Ye E V E EAA) 
An et lex j 


Es kommen nun bei der Partialbruchzeriegung von 


nur die Partialbrüche in Frage, die von den Linearfaktoren der Æ 
herrühren. Alles übrige hebt sich fort, weil die obige Summe gleich 
W, Da-ı Wo EL Wa 
l Ro AA 
ist, also eine echt gebrochene Funktion mit dem Nenner Æ. 
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Die Entwickelung von I(£Y: ERN) nach Potenzen von 1/0 
hat daher folgendes Aussehen: 


INT +e +Y) 
FZS Yat Ha A+A tA) 


Andererseits fanden wir aber 


Wera U gl 
Ba 
Daher ist 
Are DERELER 


-9= DR, Ya -+ + X. Y)+olX, 3: ..+% Hl 


Die Summation erstreckt sich über alle verschiedenen o und 
für jedes ọ über alle H, 
Setzen wir bei festgehaltenem p 


Bess, 
Desn 


Es gibt also n Linearformen X und n Linearformen Y. 

Die X sowohl wie die Y sind unabhängig. Wären z. B. die 
X nicht unabhängig, so gäbe es ein von 0, 0, ..., O verschiedenes 
Wertsystem zi, 2%, ».., 2,, das alle X zum Verschwinden bringt. 
Für dieses Wertsystem &,, %, ..., =, wäre dann f= 0, wie man 
auch die y wählt. D.h. es beständen die Gleichungen 


a, F agp Bo Hoe H Aur Ea = O. =l re) 


Das ist aber unmöglich, weil die Determinante von f nicht ver- 
schwindet. 

Der Übergang von den X zu den « ist also eine nichtsinguläre 
lineare Transformation, ebenso der Übergang von den Y zu den y. 
Die inversen Transformationen führen von den x zu den X bzw. von 
den y zu den Y. Sie verwandeln 


of—g 
DIR Yatee FRA HF) Ir... + N). 


Diese kanonische Form hängt, wie man sieht, nur von den 
Elementarteilern 


so ist offenbar 


in 


a eBo Bres E, 
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Wir wollen die kanonische Form von &f--g noch auf eine 
andere Gestalt bringen, indem wir statt 


san T, 


e 


h n 
bezüglich 5 
min ee Ys 
schreiben.‘ Dann lautet sie 
Siw -)&H+--+X% Y) - KH B+..+%., Y 


8 111. Äquivalenz von zwei Büscheln bilinearer Formen. 
Wir nennen zwei Büschel von Bilinearformen 


Aftug und Af+ug 
äquivalent, wenn es zwei nichtsinguläre lineare Transformationen 
gibt, eine in den x und die andre in den y, die jede Form des 
einen Büschels in die entsprechende Form des andern Büschels 
verwandeln. 
Setzen wir 
BE Dtp, 2, Yn ge > b,,%,4, 
[= Dln T, Yv» gees DO LI 
so bedeutet die Äquivalenz von 4f + ug und A f -+ ug folgendes. 
Es gibt zwei nichtsinguläre Matrizen 


Bi Piare Bin Yi Yiz- Yin 


Par Baa +- Pan und | ar Vass: Yan 


Par Ps poran Ban Yin Yna ia a Inn 
welche die Relation 


Aan tuba.. Aa, tab, Yir eee Yin 


Vae Ban Aant Hbre aun F Mbun Yare Yun 
Aaa Huban o Aint Mhn 


a, + bi: Ra, + Mb 
erfüllen, wie man auch A, u wählen mag. 

Aus 8 109 ist zu entnehmen, daß bei zwei äquivalenten ordi- 
nären Büscheln die Elementarteiler übereinstimmen. Diese Be- 
dingung ist aber zugleich hinreichend. 

Zunächst läßt sich immer erreichen, d&ß / und f nichtsingulär 
sind. Setzt man nämlich 
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=u tpu, very FOW; (uð— By +0) 

so wird ; 

Af +Fug=KF+uß, 

ift uj= rE +y G. 
Dabei ist i 

F=af+rg, F=aft y3. 

Bezeichnen wir die Determinante von À f+ ug mit D(4, ù) und die 
von åf+ug mit D(A, u), so haben F und # die Determinanten 
D(«, y) bzw. D(«, y). Da es sich um ordinäre Büschel handelt, ist 
weder D\4, u) noch D(A, u) identisch Null. Daher können wir «, y 
(+ 0, 0).so wählen, daß 


Du, y) #0 und Deu,y)#0 


wird. Dann sind aber F' und 7 beide nichtsingulär. A, ô muß man 
so annehmen, dad œ òô— 8y +0 ist. 

Offenbar haben nun, wenn die Elementarteiler von Af+ ug mit 
denen von Af+ uğ übereinstimmen, auch w F— @ und o — å 
dieselben Elementarteiler. Beide Büschel sind also (vgl. $ 110) mit 
demselben kanonischen Büschel äquivalent. Mithin sind sie auch 
miteinander äquivalent. 

Es gibt also zwei nichtsinguläre lineare Transformationen, eine 
in den x, die andere in den y, derart, daB w F — G in oFP— G 
übergeht, wie auch œ gewählt werden mag.. Dann geht aber-Af+u9 
in Af-+ ug über. 

Zwei ordinäre Büschel von ee sind also 
dann und nur dann äquivalent, wenn ihre Elementarteiler 
übereinstimmen. 

WeıersTRAss, der die Elementarteilertheorie begründet hat, 
nennt nicht M, Æ, . . ., Æ, die Elementarteiler des „Büschels Af + ug, 
sondern er zerlegt die E noch in Linearfaktoren. Sind 


9— 0s O — Qas ee O — Ok 


die verschiedenen Linearfaktoren von D, und kommt œo — pọ, gerade 
c „mal in Z, vor, so lauten WeıerstrAass’ Elementarteiler 


(o — o) (x= 1, . k; v=1,..,n 
Da E, durch H,,, teilbar ist, hat man Ze, 

Zwei ordinäre Büschel von Bilinearformen er dann und nur 
dann äquivalent, wenn ihre WEIERSTRASSschen Elementarteiler über- 
einstimmen. Denn die Elementarteiler Æ, E,,..., Æ, und die 


Wererrrssassschen Elementarteiler bestimmen sich gegenseitig. 
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8 112. Büschel von reellen Bilinearformen. 


f und g seien jetzt zwei reelle Bilinearformen, d.h. Bilinear- 
formen mit reellen Koeffizienten. f habe eine nicht verschwindende 
Determinante. 

Offenbar können wir auch die u, v, die in $ 110 benutzt wurden, 
als reell voraussetzen. 

Bis zu den Entwickelungen nach Potenzen von I (S. 261) ist 
also alles reell. Aber die X, Y brauchen nicht mehr reell zu sein. 

Wenn nun (w — o} ein Werersrrassscher Elementarteiler ist, 
so ist auch (œw — g) ein solcher (o, 5 konjugiert komplex). 

In der kanonischen Form, die am Schluß von $ 110 angegeben 
wurde, kommen also die beiden Bestandteile vor 

WEHT. FIN RL T FIN) 
und Au N; i 
WA PAER Y) S AH AAL Y. 
Zerlegen wir 0, X,,.Y, in ihre reellen und imaginären Teile, 
setzen wir also! 
o=o+io", 
EP E EEEO 
PY, EN, 
so erhalten wir für die Summe jener beiden Bestandteile: 
OH AR n A e KRYE KY 
+ 2 o” (X, IE 4- K Ir + mo ae rE EK + 3 Y) 
ERNEUTE E E ASEENAAN 
Hier ist alles reell, Wenn wir statt der X,, Y,. X,, Y, 
X,, b t IEG y 


. y?) 


nehmen, so bleiben die X, Y unabhängig. 

Man sieht auf diese Weise, daß zwei reelle ordinäre Büschel 
von Bilinearformen, wenn sie übereinstimmende Elementarteiler 
haben, in reeller Weise auf dieselbe kanonische Form gebracht 
werden können. 

Sie sind also auch reell äquivalent. D.h. es gibt zwei nicht- 
singuläre lineare Transformationen, eine in den x, eine in den y, 
beide mit reellen Koeffizienten, so daß jede Form des einen Büschels 
in die entsprechende des andern Büschels übergeht. 


1 Diese Betrachtung ist nur im Falle 9” +0 anzustellen. 
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& 113. Büschel von quadratischen Formen. 


f= Za, x x, sei eine quadratische Form in &,, ©,, ..., 2, und 


g= ZU,,2,z, eine quadratische Form in denselben Veränderlichen.? 
Beide Formen sollen sich nicht bloß um einen konstanten Faktor 
unterscheiden. 

Der Inbegriff der Formen Af+ ug (A, u Konstanten) heiit ein 
Büschel von quadratischen Formen. 

Wır beschränken uns auf ordinäre Büschel, d.h. wir nehmen 
an, daß die Diskriminante D, (4, u) von Af + wg nicht identisch ver- 

` Schwindet. - 

; Den größten gemeinsamen Teiler der p-reihigen Minoren von 
D (4, u) bezeichnen wir wieder mit D„(4, u) und nennen den Quo- 
tienten D,,,(%, u): Dp (4, u) = En- pl, u, einen Elementarteiler 
des Büschels. 

Zwei Büschel 2 f-- ug und A/-+ ug heißen äquivalent, wenn 
es eine nichtsinguläre lineare Transformation gibt, die jede Form 
des einen Büschels in die entsprechende des andern überführt. 

Zwei ordinäre Büschel von quadratischen Formen sind dann 
und nur dann äquivalent, wenn ihre Elementarteiler übereinstimmen. 

Wir wollen annehmen?, daß f eine von Null verschiedene Dis- 
kriminante hat, und das Büschel in der Form ®f— g schreiben. 

An die Stelle der Determinanten R, in $ 110 treten jetzt die 
folgenden symmetrischen Determinanten: 


| Oa Oa ees Opiti hanee p | 

| 61 Og eoe Can Ua Ugp ++ + Uap 

[] 
0 C E ENGE INTA 
ni n2 nn nl “n2 np or D 

R, = , er > (p = 1, 2...., n) 

uii U U SAA 
Unia tee 020 
Ui p Uap e e Up OTO RN) 


Dabei ist U A bps 
Durch ‘passende Wahl der u kann man bewirken, daß die 
Funktionen 


R, \ ER 
DER = R, (p = 15 2; u. n) 
gegen die Diskriminante D, von wf — g teilerfremd sind. 


aa 


Dary = Qar) Or =Ò 
$ 3r) ra r’ 
? Dies läßt sich dureh lineare Transformation von å, u erreichen. Vgl. S. 265. 
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Ersetzen wir in der letzten Spalte oder in der letzten Zeile 
von R 
? 
U 
so entsteht eine Linearform U,, deren Koeffizienten durch D,_, 
teilbar sind. 

Schreiben wir sowohl in der letzten Zeile als auch in der letzten 
Spalte von R, statt u, p, Uap + ++, Upp bezüglich u, Ugy.. y Up SO 
ergibt sich eine quadratische Form Q,» 

Betrachten wir nun die (n -+ p + 1)-reihige Determinante Q,, 80 
lauten die (z + p)-reihigen Superdeterminanten von R,_, 


durch u, Ugs eens %, 


Rp Tp 
UROSA 
und nach § 41 ist de 
R, O DU, = Rp- % 
oder 
Or-ı _ &p Up? 


R R, Rpa R, 
Diese Formel gilt für p = 1, 2, ..., n. Dabei ist R, nichts anderes 
als D, und Q, ebenso wie R,,, gleich Null. 
Man hat also 


Ru ui Ban 
Q 
TT 0. 
Durch Addition ergibt sich hieraus 
IRE RUN D ; Upin 
R aE RAR ARR NEE Ban 


Da U, R, durch D,_, teilbar sind, wollen wir 


U, F Dass N, R, = Dan Rpr 
setzen. Dann erhalten wir 
O Ur GEME Ea U SEA 
(1) a RI IE TS ne, 


Ro Ri -o N, Sind gegen A, teilerfremd. 
Jetzt verfahren wir ähnlich wie in 8110. Wir führen die 
lineare Transformation 
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vw, Apy But T Orn Vn r=1, Zune 7) 
aus. Dadurch. verwandelt sich Q,/R, in 
TAEA 
Q [9] 


wo die Punkte Glieder mit höheren Potenzen von 1/o andeuten. 
U, wird eine Linearform &, in Ty, Zp, +, œ Die rechte Seite 
von (1) lautet also jetzt 
ie 
u NRR 
Wir haben den Index p fortgelassen und R statt Rri geschrieben. 
l=m—ọ sei ein Linearfaktor von R, und möge in E genau 
e-mal vorkommen. Dann finden wir die zu ? gehörigen Partial- 
brüche von 
x: 
2 ERR’ 
indem wir 
AR 
nach Potenzen von } entwickeln. Die e ersten Glieder dieser Ent- 
wickelung liefern, wenn man sie durch !* dividiert, gerade die ge- 
Wünschten Partialbrüche. > 
Entwickeln wir 
nach Potenzen von }, so ergibt sich, weil a R, R den Linear- 
faktor 2 nicht enthalten, 
DRR = HOITOA 
1° 3 
‚und © ist von Null verschieden, so daß wir auch schreiben können 
FHR = OLH nI H 7P) 


Nun gibt es eine Potenzreihe von der Form 
P= tglt ute. 
deren Quadrat gleich 


: LERLE F. 
ist.” s 


„a n 


1 |Z| muß dabei unterhalb einer gewissen Grenze liegen. 
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Verstehen wir unter Y— C eine der beiden Quadratwurzeln 
von — Q, so ist i 
ZRN E E 


eaea e Balae u 
ERN 3y-0 y-o 
1:® läßt sich wieder als Potenzreihe schreiben. Daher gilt 
für L: PY- C eine Entwickelung von folgender Form: 
ERLERNT 
BYTU 
und das Quadrat hiervon lautet 
pe M EE E R 
+ P. E D. O. O E E, OEO: O 
Er 


und 


EA, Ile nee A a 


Die e ersten Glieder dieser Potenzreihe geben, dividiert durch 
— l’, die gesuchten Partialbrüche. 
In der Partialbruchzerlegung von 
RE EN 
kam ERR 
brauchen wir nur diejenigen Partialbrüche zu beachten, die von den 
Linearfaktoren von R, herrühren. Alles andere hebt sich fort, da 
die obige Summe gleich Q,/R, ist, also eine echtgebrochene Funktion 
mit dem Nenner R,- 
Um nun die Entwickelung von S (ERR) nach Potenzen 
von l/o zu erhalten, müssen wir die einzelnen Partialbrüche nach 
Potenzen von 1/œ entwickeln. 


Glieder mit 1/» und 1/w? kommen nur bei 
EE e E tet Rd 
: e 


und 
UKKA KaKa te Koh, 
l 


vor, und zwar lauten sie, da 


1 1 Y 
TER 
ist, 


Büschel von quadratischen ‚Formen mit linearen Blementarteilern 271 


bzw. 
-PRN+... +) + La + L%, Nr 5 


Da andererseits in der Entwickelung von @,/R, die beiden 
ersten Glieder 


& | 


rt 
y (7i 
waren. 80 ist 

EES (A L E REAR X) 

ge DAt e HAREA Ka te X,- X- 
Die Summation erstreckt sich über alle verschiedenen ọ und 
für jedes ọ über alle Æ. 

Die Ansahl der X, die zu demselben ọ gehören, ist gleich S e 
und die Gesamtzahl der X gleich n. Die n Linearformen X sind 
unabhängig. Wären sie es nicht, so könnten wir f durch eine nicht- 
singulare lineare Transformation auf weniger als n Veränderliche 
reduziereu. Wir brauchten nur unter den X möglichst viele unab- 
hüngige heranszugreifen und sie mit andern passend gewählten Linear- 
formen als neue Veränderliche einzuführen. Nun hat aber f eine 
ven Null verschiedene Diskriminante. Deshalb müssen die X unab- 
hängig sein. 

Der Übergang von den x zu den X ist also eine nichtsinguläre 
lineare Transformation. Sie verwandelt œf — g in 

Silo- +: +R- Xa tee + Za 
Diese kanonische Form hängt nur von den Elementarteilern Æ ab. 
= Daraus können wir ähnlich wie in § 111 schließen, daß zwei 
ordinäre Büschel von quadratischen Formen 4f+ pg und 
Af-Fuag dann und nur dann ‚äquivalent sind, wenn ihre 
Elementarteiler übereiustimmen. 


8 114. Büschel von quadratischen Formen mit linearen 
Weıerstwassschen Elementarteilern. 


Af+ ug sei ein ordinäres Büschel von quadratischen Formen, 
und die Wmerstrassschen Elementarteiler seien sämtlich linear. 
Durch lineare Transformation der A, u läßt sich erreichen, daB 
f nichtsingulär ist. 
| Wenn wir nun das in § 113 dargelegte Verfahren anwenden, so 
sind die dort mit e bezeichneten Zahlen alle gleich 1. Die kano- . 
nische Form für œf — g lautet also 


So — 9) X’. 
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Es gibt also’ eine lineare Transformation, die 
Le 
fin De, 
gin Do, 2, 


Af-- ug in D(A + uo) Wr 
Wenn o,s Os; »--, 0, irgendwelche Zahlen sind, so hat das 


Büschel 5 
0322 -20,2, 


und zugleich 


verwandelt, also 


die Elementarteiler 


© — 0), O — 9, - 


4.0 — Oue 
In der Tat sei ọ eine Zahl, die p-mal in der Reihe o,, 0,, -:-, 0, 


vorkommt. Dann ist die Determinante 


a AE OOE) 


0 .0— m... 0 


0 0O ...0—0, 


p-mal durch wœ —ọ teilbar. Alle (n — k)-reihigen Minoren? sind, 
solange k=p ist, durch (w — o)?-¥ teilbar und einer von ihnen 
durch keine höhere Potenz von w — o. Daraus geht hervor, daß 
Dp- gerade (p — k)-mal durch œ — ọ teilbar ist, mithin Z,,, genau 
einmal k=0,1,...,p—1) Die Werersträssschen Elementar- 
teiler sind also alle linear. 

Damit ist folgender Satz gewonnen: 

Ein ordinäres Büschel von quadratischen Formen 
Af-+- ug läßt sich dann und nur dann durch eine nichtsinguläre 
lineare Transformation auf die Gestalt 

Da’ + ub, 
bringen, wenn die WrerstRAssschen Elementarteiler sämt- 
lich linear sind. 


§ 115. ‚Büschel von reellen quadratischen Formen mit einer 
Í definiten Form. $ 


Af-+ ug sei ein Büschel von reellen quadratischen Formen, 
in welchem eine nichtsinguläre definite Form vorkommt. 


1 Es kommen nur die Hauptminoren in Frage, da alle andern identisch 
Null sind. 
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Wir wollen annehmen, daß f eine nichtsinguläre positive Form 
ist. Durch eine reelle lineare Transformation läßt sich dann f auf 
die Gestalt 

wett... +2. 
bringen. (Vgl. 8 102) g möge dabei in Ia,,x,x, übergehen. Die 
Koeffizienten a,, sind reell. : 

Nun läßt sich leicht zeigen, daß die WErzestrassschen Elementar- 
teiler von 
(i) uNg — Da,z,r, 
sämtlich linear sind. 

o sei eine Wurzel der Diskriminante der Form (1). Multipli- 
zieren wir die Determinante 


a4,-oH+tu, Ay» a) Qin 
fü) = %1 > Qag — 0 FU, -5 a n 
S Aa? Ano? ? er 
mit 
a4, —-0—U, LICH , Qin 
f(— u) = 1 ke Ber 0 "pn , 
91 4,9) Ka n EA 
So ergibt sich 
917 u”, O5» Cin 
T E A © 
fr) = OO Urin Oan 
ER ; 
Cng? Cago ORTE 
Dabei ist 
Crs = Ün A F ās un Here F ünn Uuw 


(r, s= 1, 2, TST n) 
und die a, sind die Elemente der Determinante 


ee o, Yo tr m 


(2) My Ag 9) » pn 
LA Amar re 
Entwickelt man f(u) /(— u) nach Potenzen von u, so ergibt sich 
flu) f(—u) = S, — S, t E SW... ur 


Kowauswskt, Determinanten 18 
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und S,,(k=0,1,...n-—1) ist die Summe der (n — k)-reihigen 
Hauptminoren in ; 


Cir aee Cin 
Cag Cga Con 

> 
Cal Caz Can 


also die Quadratsumme aller (n — k)-reihigen Minoren in der Deter- 
minante (2). l 

ọ ist offenbar dann und nur dann eine p-fache Wurzel der 
Diskriminante unseres Formenbüschels, wenn u= 0 eine p-fache 
Wurzel von f(u) = 0, also eine 2p-fache von f(u) f(—u = 0 ist. 
Dies tritt aber dann und nur dann ein, wenn 


Si E REEI S) 


n n-1 


aber 


ist. s 
Eine p-fache Wurzel gibt also der Diskriminante des 
Büschels gerade den Rang n — p. 

Ist o — o in dem Elementarteiler Z, gerade e,-mal enthalten, 
so hat man, da sich jedes Æ durch das folgende Æ teilen lüßt, 

eu... 6, A 

Nun ist œ — ọ in D,_, nicht mehr enthalten, während es in D,_,,, 
vorkomint. Also Tg e, = 1, und daher sind auch eis bay eeu êp 
mindestens gleich 1. In D,, also in der Diskriminante des Büschels, 
tritt aber ù — ọ genau p-mal auf. Andererseits sieht man aus 


Dr, Dazı | Pa-vzı 


D, > DAE 5 TREE, 55 Dn-p D.-, F E, E, A E, Dap 
daß es in D, = 
(e +e +... + e,)-mal 
vorkommt, ` 


Demnach ist 


und 


Daraus folgt aber 
=, 5S... =e =]. 


Damit ist bewiesen, daß hier alle Wrıerstrassschen Elementarteiler 
linear sind. 
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Wenn ein Büschel reeller quadratischer Formen eine 
nichtsinguläre definite Form enthält, so sind seine 
Wererstrassschen Elementarteiler alle reell und linear. 

Daß sie reell sind, ergibt sich aus $ 53. 

Wenden wir nun auf das Büschel (1) die Betrachtung aus $ 113 
an, so reduziert es sich auf die kanonische Form 

So — 0) X>. 

Was die Realität der linearen Transformation anbetrifft, die 
diese Reduktion leistet, so ist folgendes zu bemerken. 

Wir können die in § 113 mit « bezeichneten Größen als reell 
voraussetzen. Als einzige Quelle des Imaginären blieben dann die 
Quadratwurzeln Y— © übrig, die in $ 113 vorkommen. Wäre nun 
ein C positiv, so wäre das zugehörige X rein imaginär. Für jedes 
solche X könnten wir iX schreiben. Dann hätten wir eine reelle 
Transformation, die f = x,” nicht mehr in &X®, sondern in eine 
Form von anderer Signatur verwandelt, weil eben an die Stelle 
eines X?, das einem imaginären X entspricht, — X? tritt. Dies 
widerspricht aber dem Trügheitsgesetz (vgl. $ 99). Also sind alle 
o positiv und die aus § 113 gewonnene lineare Transformation 
ist reell, : 

Es gibt eine nichtsinguläre und reelle lineare Trans- 
formation, die die reelle quadratische Form Ia,, 2,2, in 
Zo, w? überführt und zugleich Xz, ungeändert läßt. ° 

Wenn eine reelle lineare Transformation I,’ in x,” ver- 
wandelt, so hat sie eine orthogonale Determinante (vgl. § 70). Man 
nennt sie eine orthogonale Transformation. 

Eine reelle quadratische Form läßt sich also durch 
eine orthogonale Transformation auf die Gestalt Io,z,? 
bringen. 


$ 116. Orthogonale Transformation einer reellen quadratischen 
Form auf die Gestalt Io,z,?. 


Wir wollen die Zahl o einen p-fachen Eigenwert der reellen 
quadratischen Form Y'a,, x,z, nennen, wenn sie eine p-fache Wurzel 


der charakteristischen Gleichung der Form ist, d.h, eine 
»-fache Wurzel der Gleichung : 


aim O a ee An 
a, 0... 0 
D(o) = 2 %a ind, 
a, a a y aO 


18* 


216 Orthogonale Transformation einer reellen quadratischen Form 


Die Gleichungen 
1 o) a t am +... tm, 
(1) +, 0) 2a +... t tah =0, 
a1 F ana 2 +--- ta, A Sn 

haben dann p unabhängige Lösungen. Wir wissen nämlich, daß 
die Determinante D (ọ) den Rang n — p hat (vgl. § 115). 

Da auch p reell ist, können wir die Lösungen des Systems (1) 
reell annehmen. 

Wir zeigen jetzt, daß sich p unabhängige reelle Lösungen von 
(1) so wählen lassen, daB je zwei das innere Produkt Null geben. 
Man sagt von zwei solchen Lösungen, daß sie zueinander ortho- 
gonal sind. 

Ist 
(2) Ds Dane ag 
eine von 0, 0, ..., O verschiedene reelle Lösung von (1), so hat man 

ee Mn N 

Nun sei 

EL 

eine von 2) unabhängige reelle Lösung des Systems (1). Dann ist 
auch 
2) m Fits ty HA, Dy + Am, oder d VEDY 
eine solche Lösung, und man kann A so wählen, daß sie zu (2) 


orthogonal ist! Man braucht nur zu bewirken, daß 

(+ Am, a) = (2 2) + Aa) 
wird. Das tritt aber ein für 
3 ES E) 
el 0N S 
Ist nun 


RL: EIERN 


eine von (2) und (3) unabhängige reelle Lösung des Systems (1), so 
gilt dasselbe von 
m FAm HUN, HA + UY en Ta FAR, F AY 
und bei passender Wahl von 4, u ist sie zu (2) und (3) orthogonal. 
Man muß es nur so einrichten, daß 
(x Hiat uy, x)= (aa) + iler) uyr) = 0, 
("+ ie t uy, y) = y) -H Aley) t u „= 0 


x. 


1} und u sollen reell sein. 


‚oder 
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wird. Da 
(yx) = 0 


und (yy) ebenso wie (xæ) positiv ist, so ergibt sich aus diesen 
beiden Gleichungen 


=- EF, 


L= —- 


Fährt man in dieser Weise fort, so erhält man p reelle Lösungen 
von (1), die paarweise orthogonal sind. Jede von diesen Lösungen 
können wir noch mit einem solchen Faktor. multiplizieren, daB sie 
mit sich selbst das innere Produkt 1 liefert. Z. B. genügt es bei 
Ts Ta, «e y %, alle x durch Ve x) zu dividieren. - 

p reelle Lösungen von (1), die paarweise orthogonal sind und 
mit sich selbst das innere Produkt 1 liefern, wollen wir ein zu dem 
Eigenwert o gehöriges normiertes Orthogonalsystem nennen. 
p solehe Lösungen sind von selbst unabhängig. Hätte man 
nämlich s 

2e, + uy, Hre = 0, r=1,2,..,.n) 
s0 würde daraus folgen 
Ra+uytrr+..„)=0 
GActuy+rz4..„y)=0, 
Ba+uytrz+..„)=0 


7) 


d. h. 
2, a) = 0, uly y) = 0, v(x x)= 0, BE: 


im, we, el 


Wir denken uns jetzt für jeden Eigenwert von ž'a,, w, x, ein 
normiertes Orthogonalsystem gebildet. Schreiben wir diese Systeme 
untereinander, so entsteht eine quadratische Matrix 


Par Pia: Bun 
(4) x Ba Bas -- * Ban 


Bni Pas: Et Pan 5 
Diese Matrix hat die Eigenschaft, daß jede Zeile mit sich selbst 
das innere Produkt 1 liefert, während das innere Produkt. von zwei 
verschiedenen Zeilen gleich Null ist. Sobald die beiden Zeilen zu 
demselben Eigenwert gehören, geht dies daraus hervor, daB wir für 
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jeden Kigenwert ein normiertes Orthogonalsystem aufgeschrieben 
haben. Sind 


Pr» Bas TOEI LA und Bis Ba; RE, Bi 


zwei Zeilen von (4), die zu den Eigenwerten ọ und ọ'(= p) gehören, 
so hat man 

lan - MM F meha t-se +, = O, 

Safai aa Qis REA tum) 


a Se O) Pn zii 


(a — v’) B + aspa F- -Fana = O, 
a aa Ir kin Ra 


und 


ab Koch: ee ten 
oder, anders geschrieben, 
>10 ß,=0 r? D å, B, = oB,- 


` , WB) 
Daraus folgt aber 


| > Br Ê, = he 
| a, Beh, er? DAAA 
Da a, = a,, ist, hat man 


Daß, ß,= >a,.ß, ß,= Zah, P 


Man darf nämlich in >)a,,ß, P, die beiden eleichberschigiit 
Indizes r, s vertauschen. 
Durch Subtraktion ergibt sich also aus (5) 


0 =(= RB, 
oder, da ọ = ọ' angenommen wird, 


54.2; = 0. 


(5) 


Die Transformation 
T, = Pir P + Bar a + e F Par Zn (= 12 n) 


ist also orthogonal. In der Tat folgt aus den Relationen, die zwischen 
den # bestehen, 


g 2 ' i 
Pa E Ae E E AE SE Aie Bar a A ee 
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Wenden wir diese GER Transformation auf die Form 


Sax, a, an, so geht sie in Sa , 2, x, über und die a’, hängen 


mit den a,, in folgender Weise zusammen: 
+ + 
a1 +++ Qin 
EST 
[Pin oo Ban Ay ++ An Pur 
| À 
VP Pan tai Bine Ban 


Die beiden letzten Faktoren der rechten Seite geben das Produkt 
0, Ên: < On Pny | 


Pin > oi 
Dabei sind @,, .. ... 0, die Kigenworte von Sa, ,2,®,,. und zwar ist 
jeder so oft aufgeschrieben, als seine Vielfachheit "erlangt. 
Auf Grund der Relationen zwischen den ĝ ist num weiter 


Ên ee Qne n Pan | 0-0 


= . . . ’ 


RN OA ne 0 -e On 
so daß man hat $ 
DAA r Eu = Do, T, ” 
Hiermit ist aufs neue bewiesen, daß jede reelle quadratische 
Form durch eine orthogonale Transformation auf die Gestalt © ọ, z a 
gebracht werden kann. 


8 117. Herwmesche Formen, 


h = Sa, ,x,z, sei eine en, bei der a, und a,, kon- 


Jugiert komplex sind (s = 1,252 2 aea und z mögen eben- 


falls konjugiert komplex sein. 
Eine solche Bilinearform nennt man eine Hrrļmuresche Form., 


Wir wollen die Betrachtungen des § 116 auf diese Formen 
übertragen, 
Die Gleichung 


I 
|a= 9 An 
? a w a. 
D (v) = u T] a 
Da Br e) 
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heißt die charakteristische Gleichung der Form k. Ihre Wurzeln 
sind sämtlich reell, wie wir aus § 55 wissen. 
Ist œ = ọ eine 'p-fache Wurzel dieser Gleichung, so hat, wie 
wir jetzt zeigen wollen, die Determinante D(e) den Rang n — p. 
Wir bezeichnen mit a die zu a konjugierte komplexe Zahl und 
bilden 


a] Er 10) Cig etale Ain 
D(o) en az lz — Ü.. lan 
4,1 Ang ... An a ) 


D(w) entsteht aus D(w) durch Vertauschung der Zeilen mit den 
Spalten. D(w) und D(w) sind also miteinander identisch. 
Wenn nun ọ eine p-fache Wurzel von D(w) ist, so hat die 
Gleichung 
D(o +u) Dlo — u) = 0 
die 2p-fache Wurzel u = 0. Daher müssen in dieser Gleichung die 
Koeffizienten von 
uud, T A a) 
gleich Null sein, während der Koeffizient von u°? ungleich Null ist. 
Der Koeffizient von u?* ist aler gleich ; 


== > M,- -x M, 

Dabei ist M,_, ein (n — er von D(ọ) und M,_, der ent- 
sprechende Minor in D(e). Die Summation erstreckt sich über alle 
derartigen Minoren, Da M, n-a My, das Produkt von zwei konju- 
gierten Zahlen ist, so ist es Pasar und nur dann gleich Null, wenn 
M,_, verschwindet. Aus 


SM .,M, ‚= 0 k=0,1,..,»2-—]) 
folgt also, daß in D(o) alle mehr als (n —p)-reihigen Minoren gleich 
Null sind. Soll aber k 
> MaS u + 0 


sein, so dürfen in D(o) nicht alie (n — p)-reihigen Minoren ver- 
schwinden. Die Determinante D(o) hat demnach den Rang n — p. 
Das Gleichungssystem 
| at tt, Dy =O, 
(1) ao, Ty + (dpa — 0)To +- e Farn Dya = O, 
Ori Ti an 9,2%, an RESIN nT 0), = 
läßt p unabhängige Lösungen zu. 
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Ist 
(2) 2, By Du 


eine von 0, 0, .. , O verschiedene Lösung von (l), so wird 
(2) = x i tty He F nTn > O 
sein. Dividiert man z, %,, ..., 2, durch Vai), so entsteht ein 
Wertsystem, das mit dem konjugierten das innere Produkt 1 liefert. 
Wir können also erreichen, daß. die Lösung (2) die Eigenschaft 


(22) = 1 
hat. 
Nun sei 
ER Da 
eine von (2) unabhängige Lösung von (1) Dasselbe gilt dann von 
(3) n HAt t H An e Ba FAD, Oder Yis Yar -o Ya 
und bei geeigneter Wahl von A ist 
(y z) = 0. 
Man braucht nämlich nar zu bewirken, daß 
xT) +22) = 0 
m œa + ren = 0, 
A= (ad! 
wird. Ca) 
Durch Multiplikation mit 1: (y7) läßt sich erreichen, daß die 
Lösung (3) die Eigenschaft 


Diesel 
her (43) 


Gibt es eine von (2) und (3) unabhängige Lösung des Systems (1), 
etwa 


; Dealer E, 

50 ist auch N 
HA HUN Sy HA A MY en + hm ch 
oder 
(4) Zyy as e-s Ay 
eine solche. A, u lassen sich in der Weise wählen, daß 
@D)=0, KN=0 

ist, Diese Gleichungen lauten nämlich, ausführlich geschrieben, 
HR) + uy) = 0, 
(I) + ieg + nwa = 0 


wa +i=0, W7) +u= 0. 


oder 
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Durch Multiplikation mit 1: (zz) gewinnt (4) die Eigenschaft 
(z z) = 1. 

In dieser Weise kann man fortfahren, bis man p Lösungen 
von (1) hat. 

Wir wollen diese p Lösungen ein`zu ọ gehöriges normiertes 
Orthogonalsystem nennen.! ọ selbst bezeichnen wir als einen 
p-fachen Eigenwert der Hrrmrreschen Form. 

Jetzt denken wir uns zu jedem Eigenwert der Form ein nor- 
miertes Orthogonalsystem gebildet. Schreiben wir diese Systeme 
untereinander, so entsteht eine quadratische Matrix 


Pu Biz er Pin 
Pa, 2 it Te adia Pon 
Bii IE a Pia 


in der je zwei Zeilen zueinander orthogonal sind und jede Zeile 
mit dem zu ihr konjugierten Wertsystem das innere Produkt 1 liefert. 
Es zeigt sich nämlich, daß zwei zu verschiedenen Eigenwerten ge- 
hörige Zeilen von selbst zueinander orthogonal sind. Man kann 
diese Beziehungen auch in. folgender Weise BURN En, 
Setzt man 
(5) T= irh + Bart +...+ Bar Ya 
el, dus 


œz) = v7): 

Wir wollen die Transformation (5) auf Grund dieser Eigenschaft 
orthogonal nennen. Im Falle reeller # haben wir dann eine ortho- 
gonale Transformation im bisherigen Sinne, nämlich eine Trans- 
formation mit der Eigenschaft 

(s2) = (yy) 

Jetzt wenden wir auf die Hermıtesche Form Ia,,z,z, die 
Transformation 
(6) a = Birta + Bora ter: t Bart 

(r= 1, 2, s.. n) 
an. Wir müssen dann, da x, und ä, konjugiert komplex sind, 


so ist 


1 Zwei komplexe Wertsysteme Ciy Lor or, En UNA Yis Yes +++, Yn heißen 
zueinander orthogonal, wenn eins mit dem konjugierten des andern das innere 
Produkt Null liefert: (%7) = 0. Daun ist auch (Zy) = 0. 
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F, azy Bir er Bar te Here Bar Ze 


setzen. 
Dabei;geht Sa x,z, in Io, ,x,2, un und man hat nach 8 94 
I: C n | 
i 
Cani Can 
Bua +» Bi CE Rah je ... fm \ 


è i 
Bai sue a \ anl pn] \ Pın ur A 
Nun ist aber 


|an E N 311 Dee 9 Pu was On Pa 


Vani rn! Pin: + Bun ei Bin “+ Qußan 
Dabei sind vi, 0,, . -, 0, die Eigenwerte von S}a,,x,#,, jeder mit. 
der entsprechenden Vielfachheit geschrieben. 
Ferner hat man 


BE ` Bin lOr Bir »-- OnBai \ Q- 0 
E Ba PASE o sn 0 EE 


Die orthogonale Transformation (6) verenda also 
Da, LARA in 57 s 24: 
Die zu (6) inverse Transformation lautet 
ae Pr m + Pra + -+ Pu? n* 
(rl, 2; 0, an 
Sie ist ebenfalls orthogonal und verwandelt I’p,x,2, in Ia,,z,%,: 


8 118. Definite Hrrsırzsche Formen. 


Eine Hermisesche Form Ya,,w,, hat stets einen reellen 
Wert. Die zu 
Sant, 


konjugierte komplexe Zahl lautet nämlich 


32,3, = PATE 


1 Man kann hieraus entnehmen, daß die Determinante der $ mit der 
Determinante der 9 das Produkt 1 gibt. Der Betrag einer N Deter- 
minante ist also auch hier gleich 1 (vgl. $ 70). 
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r und s sind aber gleichberechtigte Indizes. Es ist also 


D lpt T, = Dan l i, 


mithin 


Es gibt Hurmiresche Formen, die niemals negativ sind, und 
ebenso solche, die niemals positiv sind. Man nennt diese Formen 
positive bzw. negative Hermıresche Formen und beide zu- 
sammen definite Hermıtesche Formen. Die andern Hrruırnschen 
Formen heißen indefinit. Die letzteren haben sowohl positive als 
auch negative Werte. 

Durch eine orthogonale Transformation läßt sich, wie wir wissen, 


erreichen, daß 
>, D, A 2 >0, Ys Z, 
wird. Die beiden Hrrmıreschen Formen 
Dia; mT und! D0,%,2 

sind also entweder beide definit oder beide indefinit. 

Soll nun 

‚0, >, 2, 

z. B. positiv sein, so darf kein ọ negativ sein. Wäre z. B. ọ,< 0, 
so setze man z = 1 und alle übrigen z gleich Null. Dann wird 
die obige Hermırescke Form gleich o,, also negativ, gegen die Voraus- 
setzung. Sind aber alle o positiv oder Null, so sind die Glieder 
0,%,2, jedenfalls nicht negativ. Die Hegmrresche Form ist also in 
diesem Falle sicher definit. 

Es gilt demnach folgender Satz: 

Eine Hramıneschen Form ist dann und nur dann positiv, 
wenn keiner ihrer Eigenwerte negativ ist und dann und 
nur dann negativ, wenn keiner ihrer Eigenwerte positiv ist. 

Sie ist also dann und nur dann defiuit, wenn alle ihre Eigen- 
werte dasselbe Zeichen haben.! 
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Die Betrachtungen des § 108 lassen sich ebenfalls auf Herurresche 
Formen übertragen. 
Wenn D)a,,x,:, eine Hermiresche Form mit von Null ver- 


sr a 


schiedener Determinante ist, so lassen sich die Zahlen 


1 Dies gilt also auch für reelle quadratische Formen, die ja ein Spezial- 
fali für Hermıresche Formen sind. 
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Sara Uns 
elle an a 
FERNER 


so wählen, daß die Determinanten 


A] Ag + Ain U Up ee Wip 
Qay ag rer Gan Ugy Uag »: - Wap 
R = Qai a Qan Uni Ung np (p= L; 2, f n) 
2 7 ; 
Or Dear 8700 0 
Bj: 0 0000 
Tip izp OTEO 0 


alle von Null verschieden sind. u,, und &,, sollen Konjugiert kom- 
plexe Zahlen sein. 

Wir brauchen uns, um dies einzusehen, nur auf folgenden 
Hilfssatz zu stützen. 

Wenn in einer Hermiteschen Form nicht alle Koeffizienten 
Null sind, so lassen sich die Veränderlichen so wählen, daß die 
Form nicht verschwindet, 
Ist z.B. in Xa, 2,7, der Koeffizient a,,-+ 0, so setze man 
”=1 (also auch Z, = 1) und alle andern x (und z) gleich Null. 
Sind alle a,, gleich Null (r = 1, 2, ..., n) und ist a,, 0, só setze 
man etwa 
z =ā, 


w = 73 = l, s, = 0, 


r s 


und alle übrigen x, ö gleich Null. Dann wird die Form gleich 2a,,a,,. 


— R, ist eine Hrrmimwesche Form in tjs Ua ++ +5 Um und 
üi Üs -e y ap: deren Koeffizienten die algebraischen Komplemente 


der a in der Determinante 


a O KCNA 

Ag] Aog Azn 
A 

0.0 en 


sind. Diese Komplemente können nicht alle Null sein, da sonst R, 
gleich Null wäre, während wir doch annehmen, daß S a,,%, 7, eine 
von Null verschiedene Determinante hat. Wir können also bewirken, 
daß R #0 wird. 
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Es sei nun bereits erreicht, daß R,_, +0 ist p=n). Dann 
ist R, eine Hermrresche Form in 4 p, ip ver Uap und Aps Bap! 


< -> Raps deren Koeffizienten nicht alle Null sind. 

Diese Koeffizienten sind. nämlich die algebraischen Komplemente 
der a in R, Wären sie alle gleich Nuli, so gäbe es in den 
n ersten Zeilen der Reziproken von R, , nur p—1 Spalten, die 
nicht aus lauter Nullen bestehen. Es würde also, da p— 1 <n ist, 
bei der Entwickelung nach den n ersten Zeilen Null herauskommen. 
Die Reziproke von R,, kann aber nicht verschwinden, weil 

a #0 ist. a 

Es lassen sich demnach tp, gpi +5 Unp 80 wählen, daß 
R,+0 wird. 

L, eutstehe aus R, dadurch, daß man in der letzen Spalte 


u durch u 


Uap ene np 1? 


Up Upati 


ersetzt, und 7,, dadurch, daß man in der letzten Zeile 
U Üa ps- e es, Dap durch Ri, Ugs -eea Qa 


ersetzt. L, und Z, sind konjugiert komplex. Macht man in L, die 
Zeilen zu Spalten und bedenkt, daß a,=ä@,,, so sieht man, "daß 
L, die konjugiert komplexe Zahl zu L, ist. 

Unter 77,_, wollen wir die ai Form verstehen, die 
aus R, hervorgeht, wenn %, » Ug ps ++ Unp 
und zugleich tpi lap eeo Dap durch ü., Ba, ..-, Q, ersetzt werden. 

In der Determinante H, BE die (n + p) E, Superdeter- 
minanten von F,- 


Ry, } Dy 4 
L„ H,-ı: 


Nach $ 41 ist, also 
R B, am Lp Dp m Bpad 
oder ` 


Setzt man hier p= 1, 2, ..., n, so ergeben sich folgende 
Gleichungen: 
A _H_ bb 
R, RR SNERER, 
H, An H, In L 
R, BEER RN 


durch u, tgp e.. u, 
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 —  —  — —  _ _—_—_ _ — —————— —— — — — mm ————————— 
Hieraus folgt, da H, ebenso wie R,,, gleich Null ist, 
Lr Ts 


meae la 
i ++- 
Rairi Zen 


RAER R ER 
Es sei 


L= Ba t H Br ta tee + Ben Un = Vps 
also 
L, = fa ü, 1- 25 Ü, paes + Ben Dn = Bee ; 
Wenden wir auf die Herwmgwsche Form Ja, 2,7, die Trans- 
iormation 
æ, = Pih three Fehde m 


an, so geht Na, ,z,z, über in Ib,,y,7,. Da sich außerdem 


ur +... tum, m um tert 0 Yn 
und 
h +H. +92 m At. -H Do Yn 
verwandelt, so führt die Transformation 
w, = firi F Bar Ye aad Par Yw (r=1, 2, ST) n) 


Lurı "Mr 


die Form 
in PRUT T, zt Satı Da, T + Tne Su, T, 
über. > DAU Yy Y |- Ynti > 5%, 7 In +1 > v, Yr 


Es bestebt daher zwischen den Determinanten dieser beiden 


A . , 
Formen die Bezichung 


by dm UA RE On th 
-B EAN. 

nl . nn Va niet San u, 

OA RE Br a 0 


Un En 


Jend ee een) 


B ist die Determinante ab ê. 
Hieraus ersieht man, daß die Reziproke der Determinante 


bii bis sbin 
bay bag + + bon 
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so lautet: 
B? R, 
EARR 0 0 
B? R, 
0 R R, 9 
B? R, 
0 0 SEROR; 


Demnach sind alle b,, mit ungleichen Indizes gleich Null, und 


man hat 
Dio Ty z, => > Cp T, Tp 
Die e bestimmen sich in den Gleichungen 


[6 B? 
L=- e C S 


Dabei ist C =, c, ... c, die Determinante von $; b,, y, y, Bedenkt 
man, daß 


C=B!R, 
ist, so ergibt sich 
e, = — B, R, 
Wir haben also a,x, z, durch lineare Transformation auf 
folgende Gestalt gebracht: 
— Ro Rin I ~ R Ry hI — ooe m Ra- En Yn Ya 
Diese Hermıtesche Form ist aber nur dann definit, wenn in 
der Reihe 
RoBi EB: 


entweder kein Zeichenwechsel oder keine Zeichenfolge vorkommt. 

Gibt es in der genannten Reihe n Zeichenwechsel, so sind die 
Koeffizienten 

— RR — R Rs e o — Rii Pa 

alle positiv, die Hegmrresche Form also auch positiv. 

Gibt es in der Reihe keinen Zeichenwechsel, so ist die 
Hermıtesche Form negativ. 

Auch das in $ 100 entwickelte Kriterium für definite quadratische 
Formen läßt sich auf Hermıresche Formen übertragen. Wir wollen . 
diese Übertragung dem Leser überlassen. 


§ 120. Trägheitsgesetz der Herxıreschen Formen. 


Wir wissen, daß sich eine Hremıtesche Form Ya,, x, x, immer 
auf die Gestalt 
> 6, Ty T, 
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m TER 
bringen läßt, und zwar durch eine nichtsinguläre lineare Trans- 
formation. 

Wenn die- Hrzmıresche Form den Rang m hat!, so sind 
m Koeffizienten c ungleich Null. 

Unter diesen nichtverschwindenden c möge es nun p positive 
und g negative geben.? Es stellt sich dann heraus, daß p — q immer 
denselben Wert hat, wie man auch die Reduktion auf Io z,z, sus- 
führt, p — q heißt die Signatur der Hrrmıreschen Form. 

Der Beweis wird ähnlich wie in $ 99 geführt. 

Nennt man zwei Hrrmıtesche Formen äquivalent, wenn sie 
sich durch eine lineare nichtsinguläre Transformation ineinander 
überführen lassen, so gilt folgender Satz: 

Zwei Hermitesche Formen sind dann und nur dann 
aliyalent, wenn sie denselben Rang und dieselbe Signatur 

aben. 


Vierzehntes Kapitel. 
` Funktionaldeterminanten. 


§ 121. Funktionalmatrix. ` 


Wir betrachten m Funktionen von n reellen Veränderlichen: 


Ur (Ejs Bar -iey Bu)y Ug (Ejs Bag oa sy Daha ee or Umr. Dayi aiy Dan) 

und bilden aus ihren ersten Ableitungen die folgende Matrix 
Oak LO ULO t 
om Öt 9m 
Ind I 
Oo Ox, 0m 
lm Dlm , Dm, 
ÖD 0% 0%, 

Man nennt sie die Funktionalmatrix von m, %,,..., 4, 
DACH a ie Taas ms: i `: 


Im Falle m = n ist die Matrix quadratisch, Ihre Determinante 
heißt dann die Funktionaldeterminante oder die JAcosrsche 
eterminante von ty, Up, -s Up DACH Ty, Bgy oey Dp 
Prr a 
1D. h., wenn die Determinante der Form vom Range m ist. 
? Die c sind alle reell. 
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Man bezeichnet die Kunktionaldeterminante, weil sie sich als 
Verallgemeinerung eines Differentialquotienten auffassen läßt, mit 
ae Alten, Ugs. eesin) y > 
Ua, Zay o-s Da) s 
Eine andere häufig benutzte Bezeichnung ist diese: 


[ins tgs ec fan) 
\ P Tzs En) En 
Man bat also 
lisa, ah)“ fun, Ugy reap U, 
eE ee | 
üin Im Im 
oz ÔT; DE? 
du, 0, Ô th 
= öz, CEN i O La | 
N E 
dr ÔT, dan 


In der r-ten Zeile stehen die Ableitungeu von u,, m der reten 
Spalte die Ableitungen nach z,. 

Sind u, ts, » + ., 4, lineare Formen in m, 2, +. .,.2,, so ist 
die Funktionaldeterminante nichts anderes als die Determinante 
dieser Linearformen. Man hat nämlich, wenn 


U, = hh +a,,2, re... +02, 
ist (= l 2 n), 
| Q Gz 


; dan, a, = | n Or e- Gy, 
liar, Dpp ee, On) 3 


8122. Die Funktionaldeterminaute als Quotient von zwei 
Differentialdeterminanten. 


Wir betrachten n Systeme von Diilorentialen der unabhängigen 


. "Veränderlichen z, 23. . . +, @,: 


da ha: dm, 


(1) da, dam nd, 
N An, Ana +1 Ann 


1 Manche Autoren schreiben ð oder D statt d. 


Iunktionaldelerminante als Quotient von Differentialdeterminaniten 291 


Ersetzen wir in dem Differential von v, 


dw Ule du, 
du = da A -H ER pesnik Tm, la 
dz,, dz,,..., dz, durch 
AR, dp Egy nn dp Tys 
so verwandelt sich du, in 
Om, du, GELA 
d u, = 0% d,%, F Tm t ent Er 


Ist nun die Determinante der Matrix (1) ungleich Null, so hat man 
du du...d,w je VRR RR 


d, u, d, ti, - - - dy U, dy 2; d% Ay Ta 
d u doug. e dp | | aTa o dy Tp | 
Alta Year NA) $ 


S Ulay ar eeey Da) 
Die Funktionaldeterminante ist hiermit als Quotient zweier Differen- 
tialdeterminanten dargestellt, d. h. zweier Determinanten, deren Ele- 


mente Differentiale sind. 
Eine Funktion u, die in einer gewissen Umgebung des Wert- 


systems Ti, Ta,- x, definiert ist, kann so beschaffen sein, daß 
der Quotient 
du-— du 
day | +... + do | 


gleichzeitig mit 
[dm |+... +ldz,| 


nach Null konvergiert. Dabei soll 


du=um +42, -i Da +42) - Uls e Zu 
du = $t dn ar + gan da, 
und 
Ä az] +... +jdz,|>0 
sein. 

Wir wollen von einer solchen Funktion u sagen, daß sie an der 
Stelle æ, ©, ..., =, ein eigentliches Differential besitzt oder 
eigentlich differenzierbar ist. 

Wenn e, t, ..., u, an der Stelle Ti, Ty, -> Ta eigentlich 
differenzierbar sind, so läßt sich zeigen, daß der Quotient! 


Au, = u, (& + d, Zi, © o oy Zn + Ar Tn) ul, oo 1s Dn). 
19* 


. 
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Ada 4 u -4 tn diz diz =- dit 
At Aw... Au). dm dy To - - - dg T, 
A,% A,% -. - Ant, do 4, 20,0, 


bei nach Null konvergierenden dz dem Grenzwert 


Ally Ugy. eey Un) 
d (Ti, gz e -ey Dn) 


zustrebt. 

Dabei müssen aber die dz noch einer Bedingung unterworfen 
werden. Daß der Satz nicht allgemein gilt, sieht man an folgendem 
Beispiel, das sich auf den Fall n = 2 bezieht. 

Y=, Wen, 
de =ð, d t, =ð, 
d, £, =— f, d, t, = — Ô + Ò’. 


Hier ist 
dw) _|10 | 
d (as 2) -| 0.2, 72%: 
ferner 
Aa Aw| 0, 2,040 
d, A, tn | — ò, 2w, (— ô+ o+ (— 6409 
= 2 m, 0 + (2 — 28409 
und A 
d T d, T = ö8, 
dyi dy 2y 
also 
Ath Aom aaah |= 2m +2 204 88. 
d, y 4,% d, 2, d, Ty 
Lassen wir ô nach Null konvergieren, so strebt dieser Quotient nicht 
dem Grenzwert en. = 2x, zu, sondern dem Grenzwert 


22, +2. 
Eine erste Bedingung, die wir den dæ auferlegen müssen, ist 
die, daß 


diti day... 
4,2% dy Lyseo «idy Da +0 
d T d 2g d E 


nn 


ist. 
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Die Summen 
o, =d, n | + :-.. +4]; 
sind also alle positiv. 
Wir wollen jetzt den dæ noch die weitere Bedingung vor- 
schreiben, daß die Determinante 


E NR 
9 o; 7 d, Ka d Ty- d Ta 
deti dem; dg Ta 
LEERE U LEER 1 USED EEE 
Ta Ta Tz ABER EEA Fe ie ur Kt) d, n 
O; Oz -> > Or ; 
dai daty du Zn d,z, d,%,...4,7, 
Gi En On 


ihrem Betrage nach größer bleibt als eine feste positive Zahl K, daß 
also während des Grenzüberganges, den wir vorzunehmen haben 


| diw, di2 ~- d Dy 
dy ty dy Ty... A 2, 
d ti dtd E 
absolut genommen größer bleibt als Ko, 0,» fy 


Wenn diese Forderung erfüllt ist und die Funktionen « an der 
Stelle T, t, -. -, z, eigentlich differenzierbar sind, so wird 


du Aw... Aw da, dhy...di® 


In 


lim }| Am Aw. Au). | do Ey dm... dm, 
4,% Inu... A, U, d,2, 4,2 ..-d,z, 


er Alu, Uss». 16) i 
j EN TE) 
Setzen wir nämlich 


U— d, u, 


A, u, = d u, + & -G 


T, r? 
so zerlegt sich 
4,u Au... Au, 


(1) 4, u, Ay... Ast, 


I, Au... Au, 


in 2" Determinanten; denn jedes Element A,u, ist ein Binom, 
nämlich die Summe von 


d,u, und 


— 
. 
s 0, r 
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Wir können hier also wiederholt den Satz 6 aus § 14 anwenden. 
Eine der 2" Determinanten lautet 

| d, u, diü,...d,u, 


I 
d, U, dyis -dy t, 


d, %, d, Upri d, u, 
Sie liefert durch 
did dit- dh, | 
(2) diži d, Ta ach d, Ta 
a 4% Ap Tz o- dpn 
dividiert, 
Alts Up, 2.5 Ua) > 
E E LA) 


Unter den 2” Determinanten, in die wir (1) zerlegt hàben, komınt 
auch die folgende vor 


A tij — d, ih a A tin — d tn e 
u a 0 2 


Anth — duth = An Un — dn Un 
=” nz NER ae ER 


Dividieren wir sie durch die Determinante (2), so ergibt sich 


4, tn — di th Á, Un — th Un Az d, 2, 
o, N G; | ER OA 

At den, i deten a, di 
Oy Oa i i Un Cn 


Der Nenner dieses Bruches ist seinem Betrage nach größer 
als die positive Zahl X. Die Elemente des Zählers konvergieren 
alle nach Null. Also konvergiert auch der Zähler selbst nach Null 
(vgl. 8 15), und dasselbe gilt von dem Brach. 

Jetzt bleiben von unseren 2” Determinanten nur noch die- 

- jenigen übrig, deren Zeilen in zwei Arten zerfallen, solche von der 


Forni 
d, t — d, th 
Ur 


Ar Un ar d, Un T 


fl 
-í ... 
r? ? O, r 


und solche von der Form 
3 x Au, +. e dU,- 

Wenn wir eine solche Determinante durch (2) dividieren und 
dem so entstehenden Bruch den Nenner ı 
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| dy t RE, d, &n 
A 7 
u RL 

v0 i um 


geben, so ist der Zähler eine Determinante, die teils Zeilen von 
der Form 


7, j Tuer 


d, uy d, % Artn —d, dr len 


enthält, teils solche von der Form 


Iran Arth 
a 
Es möge p Zeilen von der ersten und g Zeilen von der zweiten Art 


' geben. 

Entwickelt man diese Determinaute nach den Zeilen erster Art, 
so ergibt sich eine Summe von Produkten. Der eine Faktor eines 
solehen Produktes ist eine p-reihige Determinante, deren Elemente 
von der Form 

Ars — Aptis 


a 


sind. Dieser Faktor hat also den Grenzwert Null. Der andere Faktor 
ist eine g-reihige Determinante, deren Elemente von der Form 


tlpn du dd, Om dy Te 
Tai a ia o a 


Ist 37 die absolut größte unter den Ableitungen u, so wird 


d, | M | : 
aea 


Alle Elemente unserer q-reihigen Determinante sind ihrem Betrage 
nach kleiner als M. Die Determinante selbst ist daher absolut ge- 
nommen kleiner als q! M1. 
Die betrachtete Zählerdeterminante konvergiert also nach Null. 
Der obige Beweis gestaltet sich einfacher, wenn die d æ, beim 
Grenzübergange ihre gegenseitigen Verhältnisse und ihre” Zeichen 
nicht ändern. Dann genügt es 


iee ea “| Am... Am, 


PARU s o d 2i. -dit | 
in der Form i 
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At ,,, Am Am ,,, En 
Tr, un T; & 
dnth  ,, Ann Id ,,, Ita 
On : On On Oa 


zu schreiben. 
Der Nenner hat jezt einen konstanten Wert und der Zähler 


strebt wegen 
lim (2t t) = 0 
T, T, 
dem Grenzwert 


d, o d, Un 
9 0, 
dy ih Ay un 
Un Un 


zu.! 


& 123. Der Multiplikationssatz. 
Wir betrachten n zusammengesetzte Funktionen 


u, (v (& woy %,); : N Va (Ts ... T) 
AR OPE AA a Dre), 


ue OO 2) aI AVA O i): 
Es sind also die « Funktionen der v und die v Funktionen der x. 
Wenn ais Ren, de an der Stelle x, , z,, ..., ©, existieren 


Yard, 


stetig sind,? 80 alte wie in der Differentialrechnung bewiesen 
wird, die Formeln 


du, ou, ðv du, ÖVn 
dm, Ind te dm 


rsm l; 2,7. n) 


Aus ihnen folgt auf Grund des Multiplikationssatzes (vgl. & 32) 


t Die — 


3 Wir nehmen an, daß diese Ableitungen in einer gewissen Umgebung 
von Di, Va, +», Vn existieren. 
® Vgl. meine „Grundzüge der Infinitesimalrechnung“ 8. 180. 


sind ebenso wie die konstant. 


d, ú, d, Xa - 
T, O; 
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du dw du, du, ou, ou | ðv, Or, GEA 
om Om dm or ön 6m || dm 6m 0m 
ÔU, Ôt Ô ty Ô Ugs Ô tiy Ôt Ôv, ðr 0% 
on dm ða |=| ðv, dm, 9m oz ty 0m 
Ô Un Om, Im. du, du, Ò tin Ô On OYn GEJ 
Im dm; dm dr ou Oo | | dm 0 Om | 


Man setze bei Ausführung der Multiplikation, die Zeilen der 
ersten mit den Spalten der zweiten Determinante zusammen. 
Die obige Formel läßt sich auch so schreiben: 


(1) Ally, py o» oy Un) Rt A (Ui, Un) 2m) d (U1, Das +: 4.00) 2 
d (Li, Eas » o +) Dn) d (Vis Vay -ey Un) dÀi, Day er. La) 


Sie besagt, daß die Funktionaldeterminante der u nach den 
x erhalten wird, indem man zuerst die Funktionaldeter- 
minante der v nach den v bildet und sie dann mit der 
Funktionaldeterminante der v nach deu x multipliziert. 

Im Falle n = 1 ist dies die bekanute Regel für die Differen- 
tiation einer zusammengesetzten Funktion. 

Man kann die Formel (1) auch so beweisen: Nach dem Multi- 
plikationssatz der Determinanten ist 


Kuna, Eh N 
open im 
A a l aae ee Se A 
| d, ù eee dp Vi : da Ty PEKALA 
und 
E, EN (RR Re oa E EA 
d 1 d n dlth -n tn) Ga l s Ed] 
a d (Ois 2.00) mi 
i da th .d, u, | dp 2 d,v, 
also j 
d, u d, u E ERSS T 
Ba Sa ROTEN E d, 2y 
> ad.) Alec) nee 
du ...d,u, aa ERBE er E Y 
Andererseits hat man aber 
d a I d SR u) 
1 % ı% BT ı 1 In 
| een RER, 
I, d, tn (E R SE 


Mithin gilt dio Formel (1). 
Es wird bei dem obigen Beweis benutzt, daß das Differential 
von du 
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Z—————————— 


lautet, ob nun &,..., ©, oder &,, ..., x, die unabhängigen Ver- 
änderlichen sind. 


$ 124. Eine Anwendung des Multiplikationssatzes der 
Funktionaldeterminenien. 


Die Determinante D der Bilinearform 
f=30,%% 
ist (vgl. den Schluß von 8 121) gleich der Funktionaldeterminante 
der Linearformen 
ru. +9, % +. +0 Feb nun 
Wir wollen jetzt auf f die linearen Transformationen 
g at F prate + ne HOR n 
Y = Ya Y HYY San AF aa 
N TA 
anwenden. 
Dabei gehe f in 
f kr >, a,, m, Ys 
D 3 
Wir können den Übergang von f zu f' auch in zwei Schritten 
ausführen, nämlich so, daß wir zuerst die x und dann erst die y 


linear transformieren. 
Schreiben wir f in der Form 


fi a2; > Y, 2, 
‚so verwandelt es sich bei der linearen Transformation 
2, = Pah + Prata Heret Penta (fr =1, 2,..., n) 


über. 


in 
> La‘, 
und dabei ist 7I | j 
Y= p, Y HY Fe Pr: C=1, 2.. n) 
Jetzt brauchen wir, um zu f’ zu gelangen, nur noch. 
Y= Vah F Yra M FF rY (r=1, 2,009 n) 


zu setzen. 
Um die Determinante D’ von f’ zu finden, benutze man, daß, 
a A CO FEB 01) 


a d(Y Ya, s Ya’) 
18t. ; 
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ee 


Nach § 124 hat man 


ee 
are Ez 
d(Y’, +++ Yn) A (Yis o- Ya) a 


i Yal PASIR Ynn i 

und A 
CAE EEEE in) ER a) 
d (Urs +. Yn) EST iN 


> 
fi eee Pal 
== ; D. 


Rn 


Demnach ist 


(2 r 
WERTEN ZEN Bene Ben Ay Gal | Pree Pin 


’ + j 
mi Ann), BB An Im Int Yani 


§ 125. Andere Auffassung des Multiplikationssatzer. 


In 8 123 haben wir im Grunde genommen noch mehr bewiesen, 
als nur die Formel 


(1) Alm) _ dla, EB NO tn), 


RE) Oo OE Alena) 


Wir haben nämlich auch bewiesen, daß 


du, ôu CETA Ô t, ön Im. 
dr dm dm "on an om 
(2) ER RER EN REEL OR ENDE 
du, du, Ô tin GETA Itn Otn 
OERA LTE TER y Ir om EEA PEREA P 


ist (vgl. 8 94). 
In By Tat ergibt sich auf den a Seiten durch Zusammen- 
setzung Jer r™ Zeile des ersten mit der s" Spalte des zweiten 


" Faktors gerade fte, 


Die Formel (1) behält also ihre Gültigkeit, wenn wir die Symbole 
A(t STA) dhuis -s tn) CA AA Dy). 
deo.. na) AO yO) Allay ee a Da) 


nicht mehr als Funktionaldeterminanten, sondern als Funktional- 
matrizen auffassen, und zwar als die drei Funktionalmatrizen, die 
‚in Formel (2) stehen. 


‘ 
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Die Schlußformel in § 125 lautet bei dieser Auffassung: 
Ea a a Ba, I esie > e Near 


\ ani- gis Gun Pan: Se Ban! Amer Anal In Inn 
§ 126. Funktionen mit nichtverschwindender Funktional- 
determinante. 
Wir beschränken uns der größeren Deutlichkeit halber auf, den 
Fall n = 2. 
Die beiden unabhängigen Veiänderlichen v, y wollen wir als 
rechtwinklige Punktkoordinaten in einer Ebene W betrachten.! 
u(z, y), v(x, y) mögen in dem Quadrat 
8-50 |y-y=a 
stetige erste Ableitungen besitzen. Wir bezeichnen ‘diese Ab- 
leitungen in folgender Weise: 
ô ð 
Fri =Uu, (z, y). a = w% (z, y): 
ð dv 
Fe = v (x, y), öy rd (x, y). 
Außerdem machen wir noch die Annahme, daß an der Stelle (Œ, y) 
die Funktionaldeterminante 
d (u, v) 
d@, y) 
ungleich Null ist. Wir setzen also voraus’ 
U (Zos Yo) Ua (Zo: Yo) | $ 
} E20. 
V (Tos Yo) Va To» Yo) 
Wegen der Stetigkeit von u, ug, Oj, v,, läßt sich dann in dem 
Quadrat (1) ein anderes 
(EEE, |z — a| &b, |y-wi=b 
so wählen, daB die Determinante 
y u (£, y) u, (z, y) | 
(2) ; (4 tA : ’ ’ | 
nwy) vey) 
von Null verschieden ist, wie man auch die Punkte (x, y) und («', y’). 
in dem Quadrat Q wählen mag. 


1 Dies tun wir nur, um ung anschaulicher ausdrücken zu können. Ver- 
änderliche und Funktionen sollen hier reell sein. 
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Wir wollen jetzt 
(8) = ulw, y) Y= vhs, y) 
als rechtwinklige Punktkoordinaten in einer Ebene & betrachten. 
Durch die Gleichungen (3) wird dann jedem Punkt (z, y) von Q 
ein’ bestimmter Punkt (x, y) in der Ebene Č zugeordnet. (xr, 9) möge 
der Bildpunkt von (æ, y) heißen. 
Es läßt sich zeigen, daß verschiedene Punkte von Q ver- 
schiedene Bildpunkte haben. 
Hätten (a,,y,) und (x,, Yy) denselben Bildpunkt, so wäre 
u (T, Ya) == u(t, Yı) =(, 
ar). 
Nach einem Satze der Differentialrechnung ist aber 
ur, Yu) ur, y) = (x, — 5) 4 (Œ, y) + ya — Y)% (T, y); 
V(t, Y) — v m n) = e m n)a Ey) H M n) e, y’). 
Dabei sind (z, y) und (x,y) Punkte auf der Verbindungsstrecke von 
(tsh) und (m,,%). Liegen also (x, y), (&,, Ys) beide in Q, so gilt 
dasselbe von (x, y); (x,y). Die Determinante (2) ist aber von Null 
` verschieden. Es folgt also aus 
(%, er w) ty (x, y) + VA — Y) u (z, y) = 0, 
(%; pa z) v (£, y’) i (% Dr Y) Va (x, y’) =0 


(4) 


nach § 22 
ty — m = 0, yy =O 
D. h. die Punkte (x, ,%,), (@,, Ya) sind nicht verschieden. 

Wenn wir zu jedem Punkt von Q den Bildpunkt suchen, so 
entsteht in Œ eine Menge von lauter verschiedenen Punkten. 
Wir wollen sie mit Q bezeichnen. 

Jedem Punkt (x,y) von Q entspricht ein und nur ein Punkt 
(x, y) von Q, nämlich derjenige, dessen Bildpunkt (x, Y) ist. 

Auf Grund unserer Voraussetzungen sind die Funktionen u(x, y), 
v(æ, y) in Q stetig. Ist also 


(@ > h) (t, Ya); (£, Ys): .. 
eine konvergente Punktfolge! in Q, so ist die Folge der Bildpunkte 


(tir Y) (Eas Ya) (Es: Ya)ı » 
eine kọnvergente Punktfolge in D. 
Das Umgekehrte gilt aber auch. Jeder konvergenteh Punkt- 
folge in Q entspricht eine konvergente Punktfolge in Q. 


i Damit meinen wir, daß lim ©. und lim y„ existieren. 
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Ist (tis Y) (Œs Yo)» (Ey 95), - - - eine beliebige Punktfolge in Q, 
so entspricht ihr eine Punktfolge (z,, %ı); (@zs Ya), (3, Ys) -- - in Q. 
Nun hat jede beschränkte Punktfolge, d.h. jede Punktfolge, die 
sich ganz in ein Quadrat einschließen läßt, mindestens einen 
Häufungspunkt.! Ist (x,y) ein Häufungspunkt für (z, 9), (Te, Ya} 
(Ess Y) - +, 80 läßt sich aus dieser Folge eine Teilfolge (2 y’) 
(Eys Ya) (Eas Yg) -- - herausgreifen, die nach (z, y) konvergiert.” Die 
zugehörigen Bildpunkte (r,s, 0) (Ess Ya)» (Œs: Ya), --- konvergieren 
dann nach (x, 9), dem Bildpunkt von (z, y) Wenn also (£, 9), (£as Ya)» 
(Ess Ya) + - eiue konvergente Punktfolge ist, so muß sie gerade nach 
(£, 3) konvergieren. Daraus können wir schließen, daß die Folge 
(Es Y1) (Ez Ye) (Tas Ys), » . , nur einen Häufungspunkt hat; denn sein 
Bildpunkt ist ein ganz bestimmter, nämlich der Punkt, nach welchem 
die Folge (£, , Y), (Ezr Ya)» (X37 Ys); - - „, Konvergiert. 

Eine beschränkte Punktfolge mit einem einzigen Häufungspunkt 
ist nichts anderes als eine konvergente Punktfolge. Also ist (z,, y) 
(2, Y2)» (3, Y3), - - . Konvergent. 

Wir sehen aus der obigen Betrachtung zugleich, daß der Punkt 
(£, 9), nach welchem die Folge (£i, Y,), (£as Ya)» (Ess Ya); « .. Konver- 
giert, mit zu © gehört. Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man 
D eine abgeschlossene Punktmenge, 

Jetzt sei Q der Inbegriff der Randpunkte von Q und © der In- 
begriff ihrer Bildpunkte. Ferner sei (x, y) ein beliebiger Punkt im 
Innern von Q und (y, y) sein Bildpunkt. Dann läßt sich um (g, 9) 
ein Kreis & beschreiben, in welchem kein Punkt von D liegt. SR, sei 
der Kreis, der um (x, y) mit dem Radius 1/n beschrieben ist (n = 1, 
2, 3, ...) Gäbe es in jedem &, einen Punkt (f,, y,) von Ö, so 
hätte man 

lim Ca T ë, lim Ya = y. 
Dann wäre auch 

lim z, =s, lmy,=y, 
was offenbar unmöglich ist, weil (v, y) im Innern und (z,, %,) auf 
dem Rande von Q liegt. 

Es gibt also einen Kreis & von der gewünschten Beschaffenheit. 
r sei der Radius von fl und & ein konzentrischer Kreis mit dem 
Radius r/2. 


! In jedem um einen Häufungspunkt beschriebenen Kreis liegen unendlich 
viele Glieder der Folge. 
&, sei ein Kreis der um (x,y) mit dem Radius 1/» beschrieben ist. 
(2, 4’) sei der erste Punkt der Folge, der in K, liegt, (x,’, y,‘) der erste auf 
hn folgende Punkt, der.in K, liegt, usw. Dann ist lim = z, lim yẹ = y. 
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-a 


Ist dann (g, y) ein Punkt in $', so liegt er väher an (p, y), 
als an irgend einem Punkt von D. 
Dies bedeutet aber, daß die Funktion! 


(X, Y)= fu (X, 2 Ey + (X, Yj yp 
an der Stelle (z, y) im Innern von Q kleiner ist als auf dem 
Rande von 9. Daraus könven wir aber folgern, daß der kleinste 


Wert dieser Funktion im Innern von Q, etwa an der Stelle (z, y) 
eintritt. An dieser Stelle müssen aber die Ableitungen 


1 m [u(X, Y) — rju (X, Y) + RK, N- Yo, Y), 
S FF = fu(X, Y) — gju, (X, Y) + [v(X, Y)— y'n (Z, Y) 


verschwinden, d. h. es müssen die Gleichungen gelten 
ke) - rju E y) t le, y) yio wy) [I O, 
fua, y) — rue, y) + [ole y) yint, y) = 0. 
Da nun ? 
u («, y’) v («', y’) 
u(y) vT, y) 
ist, so folgt aus diesen Gleichungen 
x = uly) Y = ova, y). 

(x, y) ist also der Bildpunkt von (x,y), d. b. (g, Y) gehört zu D. 

(r, y) war ein beliebiger Punkt in dem Kreise 8, den wir um 
(£, 9) beschrieben hatten. Dieser Kreis & enthält also nur Punkte 
von D. 

Damit haben wir bewiesen, daß jedem inneren Punkt von 
Q ein innerer Punkt von Q entspricht. Ein innerer Punkt 
einer Punktmenge ist dadurch charakterisiert, daß sich um ihn ein 
Kreis beschreiben läßt, der nur Punkte der Menge enthält. 

Da zu jedem Punkt (x, 4) von Q ein ganz bestimmter Punkt 
(æ, y) von Q gehört, so können wir x und y als Funktionen von 
(t, 4) betrachten, die in Q definiert sind. Wir wollen demgemäß 
schreiben, 


+0 


s= ufr, y), y= vh, y). 


Durch diese Gleichungen wird jedem Punkt (g, Ņ) von Q gerade 
derjenige Punkt (x, y) von Q zugeordnet, dessen Bildpunkt (r, 4) ist 


ì Mit X, Y bezeichnen wir veränderliche Koordinaten. 
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Nach unsern obigen Feststellungen sind die Funktionen u, v 
in Q stetig, d.h. aus. 


lim x, = E lim 9, = 9 
folgt, wenn die Punkte (r, y,) zu Q gehören, 
lim u (ta Ya) = u(r, y), lim v(t, 9) = v (g, y). 


Dasselbe gilt, wie wir jetzt zeigen werden, von den Ableitungen 


(£, 9) und (e + H, y + É seien zwei verschiedene Punkte von 
D und (z, y) bzw. (©-+h, y + k) die entsprechenden Punkte von Q, 
Dann hat man (vgl. die Formeln 4 auf S. 801) 


h = y (x, y) h + ulg, y’) k, 

f g v (z; y”)h + vy (a, y”) k, 
wobei (x, y) und (x, y”) auf der Verbindungsstrecke von (x, y) und 
(x+h, y + kK) liegen, also jedenfalls in Q. Daher ist 
| u, y) wid, y) 
vi y) Va e”; y”) 


, 


und wir können die obigen Gleichungen nach h und % auflösen. 
Dadurch finden wir (vgl. § 22) 


bwl, y) | 
a Ari (E 9%) 

Tan, y) % u, @, y) | 2 

| v (a, y”) La œ”, y’) 

m(x, y) $ 

| ney) t 

Jua, y) w@, y) 

v, (2, y”) v (8, y’) 


Lassen wir 5 und f nach Null konvergieren, so wird 


lim = lim k = 0, 
folglich 
üm y = lims” =g, 


lim y = limy” =y. 
Wegen der Stetigkeit von t4, tg; t}, ©, wird ferner 
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li u (8, y") EACH 
Ia@.y) wi, y) d(u,o) ’ 
E ne@,y) day) 

li EA — ikh (@', y’) > z — Ug (@, y) 

ta (2, Y) wie, y) d(e) ’ 
v (y) va (a, y’) d (w, y) 

ia e E a EN) 
| %ı @,y) ua, y’) d (u, p) 
| m (0, y) n E, y) d (%, y) 
li awy) o n my) 
Jaw, y) way) ] d (u, v) 
v(a”, y") va, y") | d (x, y) 


Setzen wir in diesen Grenzwerten v = u(t, 9), y= V(r, 9), so 
verwandeln sie sich in Funktionen von y,Ņ, die wir der Reihe 
nach mit 

f u Y) ud, DE D) D(L y) 
bezeichnen wollen. 

Diese Funktionen sind offenbar in Q stetig.: Denn wir haben 
sie aus Funktionen von æ, y erhalten, die in Q stetig sind, und z, y 
sind in Q stetige Funktionen von y, y. 

Die Funktionen u, 4,, D, D, haben folgende Eigenschaft. 
Wenn man den Punkt (x +h, y +t) derart in Q variieren läßt, daß 


imh=lmf=0 
wird,! so ergibt sich 


x h-wb-wmt _ 
BETTER te 
A k-ub-dut 
lim ee 0, 


Es ist nämlich 
h= (u, Ar &)5 m (u, -H &)t, 
k = (d, + 7,)9 + (v, FF VAL; 
und 
lim e, = lim s, = lim y, =limn, = 0. 


Wenn (g, 9) ein innerer Punkt von Q ist, so können wir b oder t 
gleich? Null setzen. Dann finden wir 


1 Nimmt man ia Q eine Folge von Punkten, die von (x, y) verschieden 
sind, aber nach (£, y) konvergieren, so sind ihre Bildpunkte von (r, y) ver- 
schieden und konvergieren nach (x, 9). 
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du du 

u EEE u= Fy? 

dv Ay 

DE ERER 

so daß 

Alt) aa X v, (2,4) = wle] od 
awm Ku wy ae) dm 
(ve a) I ae er í dl, y) 


ist, also sicher von Null verschieden, 

Konstruieren wir um (x, y} als Mittelpunkt ein Quadrat, dessen 
Seiten parallel zu den Achsen sind und das nur Punkte von Ñ eut- 
hält, so erfüllen u, p in diesem Quadrat genau dieselben Bedingungen, 
die wir am Anfang dieses Paragraphen den Funktionen u,v auf- 
erlegten. 

Wir können also sicher seiv, daß dem Punkt (x, 9) ein innerer 
Punkt von Q entspricht. 

Früher sahen wir, daß die Bildpunkte der inneren Punkte von 
Q innere Punkte von Q sind. Jetzt wissen wir, daß auch umgekehrt 
jedem inneren Punkt von © ein innerer Punkt von Q entspricht, 


$ 127. Der Rang der Funktionalmatrix. 


Die m Funktionen 


U ee ee Bu) 
mögen in dem Bereich! 


(1) E E O e =» 


stetige erste Ableitungen haben. 
An jeder Stelle des Bereichs (1) wird` die Funktionalmatrix 


Jum uw dm 

OR Om E A 

Ôu 0% Ö ts 
(2) In 0m dm 


Ilm Dum ,,, ÖUm 
0% 0% HEA 
einen bestimmten Rang haben (vgl. § 23) Dieser Rang braucht 


nicht 2a allen Stellen des Bereichs der gleiche zu sein, X hai 
z. B. die Funktionalmatrix von 


N RER 


LT TEASER 
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wenn alle x von Null verschieden sind, den Rang n. Wenn dagegen 
p von den x verschwinden, hat sie nur den Rang n — p. 

Wir wollen nun den höchsten Rang, den die Matrix (2) in 
dem Bereich (1) annimmt, als ihren Rang in (1) bezeichnen. Eine 
Stelle £, 24, ..., Zp wo dieser höchste Rəng nicht eintritt, soll 
eine singuläre Stelle von (1) heißen. 

.Wenn der Rang von (2) in (1) gleich Null ist, so sind alle Ab- 
leitungen Öu/öx gleich Null. Daraus folgt, daB alle s Kon- 
stanten sind. 

Was bedeutet es nun, wenn der Rang von (2) in (1) gleich p 
ist (p > L)? 

Die singulären Stellen in (1) bilden eine abgeschlossene Menge. 
Denn jede Häufungsstelle von Stellen, an denen der Rang von (2) 
kleiner als p ist, muß wegen der Stetigkeit der ô u/s wieder eine 
solche Stelle sein. Daraus ist zu entnehmen, daß im Innern! von (1) 
nichtsinguläre Stellen vorhanden sind. 

2% e.e 2° sei eine nichtsinguläre Stelle im Innern von (1). 
Dann gibt es also in der Matrix (1) eine p-reihige Determinante, die 
an der Stelle z,°%, =,°, ..., z,° einen von Null verschiedenen Wert 
hat. Wir können durch passende Numerierung der æ und der u 
bewirken, daß gerade 


ou dm du | 
og Oa 0, 
EL? ee 
| dm 9% öz, | = Din, ty, ? Za) 


dm, dm ,, 0 
ĝm 0% 0% | 


eine solche Determinante ist. 
Die n Funktionen 


Uyy ooy Up Eppir es Da? 
die wir der Reihe nach mit 
T ATA 


bezeichnen wollen, haben an der Stelle m°, x, ..., z, eine von 
Null verschiedene Funktionaldeterminante. Es ist nämlich 
1 Das Innere von (1) ist definiert dureh die Ungleichungen 
a, < Ty < Èy -e3 m < La <L Dn. 
Jeder Punkt von (1) ist eine Häufungsstelle von inneren Punkten. 
20* 
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du ,,, dw ou ,,, Ôu 
da 02, Ö Dp rı GER 
lenned |... dur Bu .., Our 
REN 259.005) = ı 02 0%, Oapyı Ò Tn 
THO 0 1 0 
0 DE N) 
ach, 
ein) x j 
ULET] = Dia, Bas teis Dp): 
Auf die Funktionen v, Vases lassen sich nun die Bce- 


trachtungen anwenden, die wir jin 8 196 für n = 2 durchgeführt 
haben. 
Man konstruiert um æ °, Wy <., 2,0 ein Gebiet 


(Q) a eiin SEn to, E AOE A, e 


das in (1) enthalten ist und zudem folgende. Eigenschaft hat. 
Wie man auch die Stellen 


PER AA (v=1, A E] 
in: @ wählen mag, immer ist die Determinante 1 
0) h E) Pa), 
a Na, 2) 
Í Fan) n) I uy 
A RE Aue) WER ES HF eh Ba AT AA 


von Null verschieden. 


Dem Gebiet Q entspricht vermöge der Gleichungen 
J 


Hey, Day une. ©) 
ein Gebiet Ñ, und zwar gehören zu verschiedenen Punkten? von 
Q verschiedene Punkte von Q, so daß z,,2,, ..., x, Funktionen 


Von Lfd >» £, ın DO Bind: 


u =r ke) elle Zn) 
Den inneren Punkten von Q, d.h. den Punkten, die den Un- 
gleichungen 
w-ö<n <td. 5,2 -ö<n<m+ö 
genügen, entsprechen innere Punkte von O, und damit sind die 
inneren Punkte von Q erschöpft. 


1 »,, ist die Ableitung von v, nach z,. 
2 „Punkt“ ist wie „Stelle“ ein geometrischer Ausdruck für „Wertsystem“, 
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Insbesondere ist 2,9, £,°, ..., £,', der Bildpunkt von z °, 2,9, ...,2,", 
ein innerer Punkt von Q. Es läßt sich also um 1,9, 1,9, ... A ° ein 
Gebiet 


(0) USSG H en MESNER HE 
konstruieren, das nur Punkte von Q enthält. 

Die Funktionen v haben in © stetige erste Ableitungen, wie 
ebenfalls aus § 126 zu ersehen ist. 


Up Ua, ++, Up lassen sich nun als Funktionen von r,, čari: ni 
in & auffassen, und zwar ist 


U, = U, (v, ( STEET En)» ... v, (tis e.. En) 
(r EM) 


Uist, sees U, Sind bezüglich gleich X, Xas ---, %,. Aber auch aus 
den übrigen v, wenn es deren gibt, fallen x, 41; -." X, ganz heraus. 
Um dies zu erkennen, bemerke man, daß für s >p 


ðn bw | [Im ,,. Im 

nn Ta 2 T RG 

un ,,, wi) dm, Im | = aian 
aaa a oe 2 BER 2 
u ,,, dm m... I du ,„„. dw Au 

dw, oz, Ô X, Ô% CEA RTT E E 


ist (vgl. § 31), Da nämlich die Ableitungen Õujôs in Q stetig 
sind und die Ableitungen ĝx/ðy in D überall existieren, so sind 
alle Bedingungen erfüllt, unter denen man in der Differential- 
rechnung die Formel 

du _ du Im i du Ln 

dree OR. OR, Oz 
beweist. 

Andererseits ist das obige Matrizenprodukt gleich dem innern 
Produkt der (p -+ 1)}-reihigen Determinanten der beiden Matrizen 
(vgl. 834), Da nun die Funktionalmatrix (2) den Rang p hat, so 
verschwinden in der einen Matrix alle (p + I)-reihigen Deter- 
minanten. Das Produkt wird also gleich Null, uhd man hat 


= = 0. r=p+1,..„m; s=p+1,..,n 


Dies gilt für das ganze Gebiet DV, und man sieht hieraus, daß 14, 
Uyy v+u Up bei festgehaltenen X, Xo -- Ep Konstanten sind. 
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Wir können also, ohne daß die u sich ändern, ypy ++ Yn 
durch t?s, ..., X8 ersetzen. Dadurch erhalten wir 


Bet (Ultra Te Kodds ea ER ir liter. 2) 
Be P, i Ben En): (=p-+l1,...,m) 
Da nun 
Werne ORTE A 
ist, so bestehen folgende Relationen: 
el ul e e Ta) 
mpn M) 
Sie gelten für alle Punkte æ, £,, -.., ,, deren Bildpunkte in 
DO liegen. Bezeichnen wir den Inbegrifl dieser Punkte x, £y, ..., x, 
mit Q/, so ist 2°, £% ... 2, ein innerer Punkt von :Q', weil x,°, 
La, ... Ta? ein innerer Punkt von XV ist.: 
Bei passender Wahl der positiven Zahl ð” gelten also die obigen 
Relationen in dem ganzen Gebiet, das durch die Ungleichungen 
mS id ss. Sn’ +0,..,„2-! Er, 5n0+0 
definiert ist. Die Funktionen p, (ú, ..., #,) haben in dein Bereich 


9 eu Eu I FE 


0 REAY orai i Suy l? 0_ 
u, en )TEEW EU) hE 


stetige erste Ableitungen. Dies kann man daraus entnehmen, daß 


pl; a Ep) 
EU, (v t “en ips Ep+1; pia In); SLIR D, rn Ëp) Epl sitio Ta) 


ist. 
In einer gewissen Umgebung von 1°, m,’ ... a? sind also 


u Su, 


; Re 
Funktionen von 


$ Uy Ugy sass Upe 
Dagegen ist unter den Funktionen t , t, ..., u, keine eine Funktion 
der übrigen. Denn sonst hätten wir eine Relation zwischen den 
unabhängigen Veränderlichen x, ... Xp. 

Wir können unser Resultat in folgendem Satz aussprechen: 

U (Bys eeey phy ven U, (Zis ee Tp) mögen in der Umgebung! von 
m’, 2... w, stetige erste Ableitungen besitzen und die Funktional- 


1 „In der Umgebung von m°, ..., X?“ bedeutet „in einem passend ge- 
wählten Bereich 4° -d= 2, zz +5,.., m -Jen<exw+ö" (6>0) 
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matrix habe sowohl an der Stelle x°, ..., z,° als auch in ihrer 
Umgebung den Rang p. 

Dann lassen sich in der Umgebung von m°, ..., 2° m — b von 
den « als Funktionen der p übrigen ausdrücken, die ihrerseits durch 
keine Relation verbunden sind: ` 

ùs gibt, wie man kurz sagt, in der Umgebung von a), ..., 2? 
unter den Funktionen u genau p unabhängige. 

Der Rang der Funktionalmatrix ist also gleich der Anzahl der 
unabhängigen Funktionen. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Unab- 
hängigkeit der m Funktionen u in der Umgebung von m°, ...,. Dya? 
besteht darin, daß die Funktionalmatrix an der Stelle ne SS ro 
den Rang m hat. Im Falle m =n sind also die Funktionen u dann 
und nur dann in der Umgebung von z,°, ..., x, unabhängig, wenn 
die Funktionaldeterminante an der Stelle «°, ..., x°, von Null ver- 
schieden ist. 

Man darf nicht außer acht lassen, daß x,°, ..., z,° eine nicht- 
singuläre Stelle ist, daß also die Funktionalmatrix in der Umgebung 
von m°, sey x, nirgends von höherem Range wird als an dieser 
Stelle selbst. ; 

Wenn 2,9, ... z,° eine singuläre Stelle ist, sọ sind die letzten 
Sätze über die Unabhängigkeit der u nicht. richtig) Z. B. sind z? 
und y in der Umgebung von wv=0, y=0 durch keine Relation 
verbunden und doch ist an dieser Stelle die Funktionaldeterminante 
gleich Null. . In diesem Fall ist aber die Stelle 0, 0 singulär. Die 
Funktionaldeterminante verschwindet nämlich nur für x = 0. 


$ 128. Die Funktionaldeterminanten inverser Funktionssysteme. 


Uy (Eis siey a)y eeo Up (Tr ee Ua) mögen in der Umgebung von 
2°, 2. 2,0 stetige Ee Ableitungen haben. Außerdem sei 
d (tis se sy Ua) 
Alk, ..., Da) 
` an der Stelle z,°, ..., x,° von Null verschieden. 
Setzen wir 
ve (t RR) £.) RTN Ba U, (Ti, FI T) 
und 
I = u (2°, e.. 2,0) OET) Le au (9, on wa); 


so sind (vgl. §.127) in der. Umgebung von x,°, ..., x? die x Funk- 
tionen der y 


T = 1 (y eea Enh es ta = U G; 2 En): 
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u m ———— m Zn 

Diese Funktionen u haben in der Umgebung von p°, ..., x? 
stetige erste Ableitungen. 

Man nennt 1, ..., u, das zu w,, ..., «, inverse Funktions- 
system. Offenbar ist auch «,,...%, ZU U; .:., U, invers. 

Wir können, da 


ir =u (u, to 2) Lu)» ERS) un (t; e.. Xn) 
ist (r = 1, 2, ..., n), die x als zusammengesetzte Funktionen be- 
trachten und Eon ae aus 5 123 anwenden. Danach 
haben wir in der Umgebung von %9, ..., £p? 


Alben) _ nenn , damen. 
dl. 2): d (Liy. eey La)  Alfız ees Xn) 


Nun ist aber 


1:05,02] 
Alk _ 023155220 Aid R 
d (fis -o En) Se! TE 
Oel 


mithin 
1a d (Zis » + `y En) - à Alk, +. %n) ; 
aa) Alien iu) 
Das Produkt aus den Funktionaldeterminanten der y 
nach den x und der æ nach den x ist also gleich 1. 
Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes, daß inyerse Funk- 
tionen Ableitungen mit dem Produkt 1 haben. 
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Mh (ys yy enes Lp)y Uy (Tyg Bys sen ins oeer Up lE Los -ee Dp) mögen 
in der Umgebung von z,°, z,°, ..., V,’ stetige erste Ableitungen haben. 
Die Funktionalmatrix der u sei an der Stelle z,°, 2,9, ... m,’ 
vom Range p. Endlich sei 
a et et. 
Wir wollen die z so numeriert ne daß an der Stelle 
m°, 2,°,..., 2,0 gerade 
d (ta, A) -y Up) 
da, Bgy -eey Vp) 
einen von Null verschiedenen Wert hat. 
Dann ist an dieser Stelle auch 


m d lin»... Ups Tp piren Ba) 
ER AREA A 


ungleich Null. 
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Bei passender Wahl der positiven Zahl ô ordnen die Gleichungen 


Ñi = Uy (jy Das ++ %,)» 


p =U Bis Un Dah 
Ep+1 Trta? 
U D 
verschiedenen Punkten des Gebiets 
(9) za -dbsn En’ +ö,..,0.- don 52'406 
stets verschiedene Bildpunkte xı, %,,.-.,£, zu, und unter ihnen ist 
0, ..., 0, Totis: 2%, der Bildpunkt von m°, m°, ..., x% ein innerer 
Punkt (vgl. § 127). Es läßt sich also um ihn ein Gebiet 
0) ee... dene 
Br - EEHyHsyntt,..„z - CE Sn +0 
konstruieren, so daß jeder Punkt von O’ der Bildpunkt eines und 
nur eines Punktes von Q oder, genauer gesagt, von 
(0) EETA Zn’ +ö,..,2, a Sn Sw A, 
a sy 122% +05 .- a srn =52+0), 
denn es ist ja 
ER at PER ER EL = 3 
Insbesondere wird daher jeder Punkt 
0, O, aieea 0, Korn sen Zus 
der den Bedingungen 
E E S E AE a ga - E E NA 
genügt, der Bildpunkt eines und nur eines Punktes von Q’ sein. 


Dies läßt sich auch in folgender Weise ausdrücken: 


Wählt man @,,,, --- ©, 80, daB die Ungleichungen 


(B) apr "SRH SE p HA mE =%, =. +0 
erfüllt sind, so gibt es ein und nur ein Wertsystem &,,...,x,, das 
den Ungleichungen 
gl SEn sn +... m - IE, 52040 
genügt und die Gleichungeu 

t (Tas as oe ey D) = Oy one UO PETE) 
befriedigt. 


314 Implixite Funktionen 


Man kann also x, z,,...,=, als Funktionen von t, ,7,..., 7, 
Bee 
= Fi tpp: POS TEA = 4,40 SLA 


3 Bunktioien sind in. dem Bereich B durch die beiden 
Eigenschaften charakterisiert, daß sie erstens die Gleichungen 


u (Pires Ppr Lan) = O, oo le Ppr lan Pa) = O 
erfüllen und zweitens den Ungleichungen 
-5Sn,ZEn'+d,..,2 -ISp,820+0 

genügen. 

Wegen der Art, wie sie gegeben sind, nennt man ty, %,,...,:0, 
implizite Funktionen von £, ,1, +: Da 

Aus 8127 ist zu entnehmen, daß 9,, Yz,- P, in dem Bereich B 
stetige erste Ableitungen haben. 

Um die Differentiale f., Pa, -- Pp zu berechnen, benutzt man 
die Gleichungen 


GEA Ô th Ô ttg 
Aus a a ee mn T .+ CE da, = l, 


Da in (Q) 


ist, so lassen sich aus den obigen Gleichungen nach der CRAMER- 
schen Regel (vgl. § 22) dæ, dz,,... dx, berechnen. Man kann 
das Resultat in Determinantenform schreiben, wenn man die 
Gleichungen 


du, =0, dw=U,..., du,=0, 
hda t... tipda, — din H.. -Apep = 
als lineare homogene Gleichungen für 
i dT y day, ..., da, L 
auffasst und Satz 16 aus § 22 anwendet. Danach ist 
u ,,, du du, a 
di Da FE er de, 
up. 9% CRTE, du 
rA DEN? Aaa TA ET Er dz, 


Male Alan... Hi) 
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$ 150. Minoren einer Funktionaldeterminante. 


Um das algebraische Komplement von Öu,/Öx, in der Funktional- 
determinante 
I... o, 0 


0% 0% 0%, 

ta Öt ĝu 
UUR E Nh a e TE a Si Beet Ea 
AGA TTE 00% om Ü tn 


Aa, Lire y so 
AREA CEN 
zu erhalten, müssen wir in der r Zeile Ou,/öx, durch 1 und alle 
andern Elemente durch Null ersetzen. 


Dies findet von selbst statt, wenn wir «, durch x, ersetzen. 
Das gesuchte algebraische Komplement ist also gleich 


d (tisse Uron Wer Migi 5 u) 
FR Alt)... REN 


Man kann zu'diesem Resultat auch in folgender Weise gelangen. 
Streicht man in der Funktionaldeterminante die r‘ Zeile und die 
s'® Spalte, so bleibt 
BR RN AR) 
d(&, rn Tin Tsn eeo ©) 


übrig. Diese Determinante ist aber gleich 


d.(&, Das Upon Uran Upon Un) $ 
d (E, a Diy ven Wenn Lapiso. a Dn) 
Denn die erste. Zeile dieser neuen Funktionaldeterminante lautet 
1, 0,..., 0 und das Komplement von 1 ist gerade die frühere 
Determinante. 
Nun ergibt sich aber durch Vertauschung der ersten Zeile mit 
den # —-1 folgenden 


d (X, try eeey Urais Urgareen Un) _ je jy-1 d (ttis sey Urii Vay Uran m Un) 
d Xi, Dizere Gm Gruner En) d (Ery Dyz ven Daniy Dayıy eeey Va) 
und hieraus durch Vertauschung der ersten Spalte mit den s— 1 
folgenden: 


d Any «iy Unys Dy Urpo tess u) LE 1y-1 dhth, vee Uroa Tuy Uryiy +e ey Un) 5 
Al Oa Eo DE DE EE) dlo re o E Wa) 


Man hat also ; 8 


A (Va Ury » e y Urais Urpo tee Und (= yei d (tay -ry Ur gy Bey Urgainen), 
d (Zay vyys Ver Kapsy + Vn) d o T ERTE OA) 
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Das algebraische Komplement gewinnt man nun durch Multi- 
plikation des Komplements mit (— 1)"+*, 

Auch das algebraische Komplement eines beliebigen Minors der 
Funktionaldeterminante läßt sich als »-reihige Funktionaldetermi- 
nante schreiben. Soll z. B. das algebraische Komplement von 


ðu, du ðu 


en Aa 
z, CEJ E 
du, th, du, 
am 0m | 0m, 
du,, Ou,, PS Ôu, 
ðs, dm, T, | s 


gefunden werden LTL Tp SEL SL ire L Sp) 80 ersetze 


man in der Funktionaldeterminante <te o th) 


d (Ui, Vaz osiy 2) 
u, durch z,, 
%, durch Da, 


ur, durch Top: 

Dabei wird in der r, ® Zeile dw,/Ödzx, = 1 und alles übrige gleich 
Null, in der r,!® Zeile Ou,/dx,= 1 und alles übrige gleich Null, 
..„ in der 7,“ Zeile du,,/öx,,= 1 und alles übrige gleich Null. 
Entwickelt man nach den Zeilen r,,r,,...r, (vgl. § 19), so kommt 
als einziges Glied gerade das gesuchte algebraische Komplement 
heraus. Dieses ist also gleich 


dl, +, Un Tap Ungarn Urpi? Tap 


Man kann auch in diesem Falle von der Berechnung des Kom- 
Ql PR) 
d (Diy Lay -asy Va) 
durch Streichung der Zeilen r}, r3, --. 7, und der Spalten s,, s,, ..., 8 
ist also gleich 


plements ausgehen. Das Komplement ergibt sich aus 


2 


an Up Uran Uppt? na te un) 
ACT Dpat nto eo Vap- Dophl? O n 


Diese Determinante laßt sich aber auch »-reihig schreiben: 


Ua, a ee Dap dar sen u Yny eo Upntr Vrp? ven tn) 


Il, eeo Zap Dis en Dad Ep rt Tepat? Pappi tt ©) 
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Vertauscht man die p‘ Zeile mit den r, — p folgenden, darauf die 
(p — 1} Zeile mit den n4-e-U folgenden usw., schließlich die 
erste Zeile mit den r, — 1 folgenden, so ergibt sich 


ci (p-k) Elan, + ir Up, -v Er urn len) Tap Urpi t o Un) 
da, .- ss Dip 2, en DE SET] %,—1) Dup+13 n» Ba) 


Vertauscht man jetzt noch die p" Spalte mit den s, — p folgenden, 

darauf die (p — 1) Spalte mit den s,, — (p — 1) folgenden usw., 

schließlich die erste Spalte mit den s, — 1 folgenden, so erhält man 
(2 pinen dl dlU is u,_ Vay LN un a Tayr p rpt? % wa) 
a A Fig 

Das algebraische Komplamene findet, man dnroh Multiplikation mit 


(vgl. § 18) 
nn, 


Ois Og.. 0, sei eine Permutation von s,, S,...s, und ent- 


stehe aus sı, 5,..., 8, durch œ Vertauschungen je zweier s. Dann 
kommt in dem Minor 


Alu, ’ u,,) 
Zu = 3 z,,) 
das Glied 
du, ou, ee du,, 
dx, 0% Ô toy 
mit dem Faktor (— 1)* vor. In der Funktionaldeterminante 
Ô ten, ou ðu N 
Alta, ta coos ta wind daher —— tr. 2 mit 
EEEO) iz, dr, Or, 
EA d (U, e, Ur 1) Ba in BR ee Tapt Urpi m Un) 
? UO E NE; en) 


multipliziert sein, EAT, [7 Vertaniohune je zweier Zeilen ent- 
steht hieraus 


dàt en Dog, en Be Sul Zar) Yepyloren % n) . 
OEREIN RED RR S 
Dies läßt sich Auch direkt akonei Man erhält den Faktor, 
u ĝu, GED E TE 
mit dem ——" “+. —— multipliziert ist, indem man u, durch 
CR, Ta, ð Dop 
Tos %, durch Tos -y Urp durch zo, ersetzt. Dabei werden nämlich 
i ðu, ðu u 
alle en in denen nicht —; i Pn re ON 


ou 


halten ist pleich Nail: da et “rn 
alten ist, gleich Null, un FE m. TA 
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8131. Eine Eigenschaft der Reziproken einer Funktienal- 
determinante. 


Das algebraische Komplement von ĝu, /x, in der Funktional- 
determinante 


d (th, tig, ->y Wa) = 
d (Li, Lay «oey m) Hi 
sei U,. Dann ist 
U, U n 


die Reziproke der Funktionaldeterminante, 

Wir wollen über diese reziproke Determinante folgenden Satz 
beweisen: 

Differentiiert man die Elemente einer Zeile, also 


DU... U, 


bezüglich nach z, 2,,...,2,, so ist die Summe dieser Ableitungen 
gleich Null, d. b. es ist 

oU,, G = 
(1) Zu 5 


++ 0. 


U,, setzt sich aus gewissen ale Ô t| z, zusammen, 
und zwar aus allen, bei denen o von r und ø von s verschieden ist. 
Es wird also nach dar Regel für die Prerna aR zusammen- 
gesetzter Funktionen 


ðu 
r, ö e 
30. n 5 2U SE 
EEJ u du, CEN 
a (as 


ð 
U,„,/ ô ist nichts anderes als der Faktor, mit dem 
Ou,/özx, in Uns u U., ist aber der pakor von Ou,/dx, in U, 
also ô U, 


mit U,, ea Dann Pa wir scheibe 
so 


2 jalada 0? t 
aa e S Urera oe Iz, dz, Y l Fr, o#s) 


go sa 


hund 
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uud die Summe (1) lautet. 
ale m ne. 


Frohes 


Wenn nun, wie gewöhnlich, 


er. $s) 


u, he u, 
92,8%, x, 0, 
ist, so wird 
(2) S U, üu, 0 
WED: 
m re dr, or, 
Demn man hat 
Dre SERT Urg: 
à 39 e: 
weil 
ou, du ĝu, u 
SEO A RRL A USERN TEN 
ji, t, uud dx, 0m, 


‘in U beide mit demselben Faktor multipliziert End (vel. 8 130) 


Die Glieder der Summe (2) heben sich also paarweise fort. Damit 
ist die Gleichung (1) bewiesen. 

Wir wollen der. Beweis für den Fall r=1 in einer andern 
Form wiederholen. Nach § 180 ist 

dla, Wayne A) 
ee nn a = ; 

also nach der Regel für die Differentiation zusammengesstzter 
Funktionen 


(p=?.,. 


ono Un Io Upp: s Un) Dan datet PA 
B . u) OB ÖT 


tee 1, N) 


Wir können den Wert t = s mitnehmen, weil die zugehörigen Glieder 
doch verschwinden. 
Bilden wir nun 
U. a S Lln U (ao, Ug, sery Up rs Un Sai 9) Pu, 
2 dx, dm,» RE EI NO, 
RER Ne in) 


und beachten, daß 


A,‘ een ae a Bas Byyıı con Un) 
KEGN, Bir >» SERO S iN 
A (Xi, Ugy y Upis Ve, Uppss een Un) 
aa E a S a aa a 
dla, Vay A EA} 


ist, go ergibt sich im Falle Bu/önde, = Ö?u/0z,0a, (s, é= 1,2, a n) 
a Ô U 
Si. 
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R 


Fünfzehntes Kapitel. 


Wronskische und Gramsche Determinanten. 


8 f32. Lineare Abhängigkeit von Funktionen einer reellen 
Veränderlichen. 


he), ha) »--, /„(2) seien m reelle Funktionen in dem Inter- 
vall (a, b). 

Man sagt von diesen Funktionen, daß sie linear abhängig 
sind, wenn sich m Konstanten o,, C,, ..., Ca 80 wählen lassen, daß 
in dem ganzen Intervall (a, b) die Gleichung 


a hE + o h +-..+c,/,@) = 0 


gilt, ohne daß alle c verschwinden., Andernfalls heißen die Funktionen 
linear unabhängig. Es handelt sich hier um einen ähnlichen 
Begriff wie in § 24. 

Wir stellen uns die Aufgabe, ein Kriterium für die lineare 
Unabhängigkeit zu suchen, und zwar beschränken wir uns dabei 
auf stetige Funktionen. 


& 133. Inneres Produkt von zwei reellen Funktionen. 


f(&), 9(©) seien reelle Funktionen, die in dem Intervall (a, b) 
integrierbar sind.! Als inneres Produkt dieser beiden Funktionen 
definieren wir das Integral 


b 
[ro sedz. 


Wir bezeichnen dieses Produkt mit (f g). 

Das innere Produkt zweier Funktionen und das innere Produkt 
zweier Wertsysteme £, Zy, ..., 2, und Yi, Ygs- -s Ya (vgl. 8 30) 
sind zwei verwandte Begriffe. 

Wenn (fg) = 0 ist, so sagen wir, daß f und g zueinander ortho- 
gonal sind. 5 


1 Vgl. meine „Grundzüge der Infivitesimalreehnung“, $. 206. 
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§ 134. Gransches Kriterium für reelle stetige Funktionen. 


Wir wissen, daB m Wertsysteme 


ah aT SCHE 
(1) Toia Doai “>, Van 
Emi? Smas -9 Pan 


dann und nur dann linear unabhängig sind, wenn ihre Matrix den 
Rang m hat. 

Nun ist das Produkt dieser Matrix mit sich selbst (vgl. $ 31) 
gleich der Quadratsumme ihrer m-reihigen Determinanten (vgl. § 84). 
Wenn also die Wertsysteme (1) reell sind, so gibt uns jenes 
Produkt ein Mittel, um die lineare Unabhängigkeit festzustellen. 

Die reellen Wertsysteme (1) sind dann und nur dann linear 
unabhängig, wenn 


TEE er (2, 2) (E %) - - - (©, Za) 
Doy Tog eee |. Hm) -o (Ea La) 
A E EOE (Ea 2) (Ea La) e o (Ea Dn) 


positiv ist. 

Wir wollen diese Determinante die Determinante der 
inneren Produkte nennen oder die Gramsche Determinante der 
Wertsysteme (1), 

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen 
Wertsystemen ist also positiv, solange die Wertsysteme 
linear unabhängig sind, und verschwindet, wenn sie linear 
abhängig sind. 

Auf Grund von 8132 und 8133 kann man vermuten, daß 
über die lineare Unabhängigkeit von reellen stengen a ujoneh 
folgendes Theorem gelten wird: 

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen 
stetigen Funktionen 


(2) ha, ha. AO CSS) 


ist positiv, solange die Funktionen linear unabhängig sind, 
und verschwindet, wenn sie linear abhängig sind. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die lineare 
Unabhängigkeit der reellen stetigen Funktionen (2) lautet also 


Kowatewskt, Dotorni'nanten 21 


& 
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AA) Oihe) e O fod 
(f h) a fa) -> ( fm) >0. 


(A) Ye) -379 Mola) 
Dies ist das Grastsche Kriterium. 


Um das Kriterium zu beweisen, wollen wir die Graysche 
Determinante E ; 


AAN) 
Ei ta 


D 
il 


Mafi) aha) T AN al) 
mit der Determinante 


A, Aig te Ajn 
LST Aay ..0; 


Cni Ama x "Am 


multiplizieren, die reelle Elemente bat und ungleich Null ist. 


Setzen wir 
Pı =h h tla fatit Amm 
(8) PiE Ay] takt tim 
Pan Omih + Am h +» Fy ar RT, 
30 wird 


hp) NP) --- Ah Pm) 
GA = | G PD Oo Pe) | 


(m Pa) Um Po) -e e Im Poa) 
In der Tat ist 


Ga VANE g aaz (ff) A + Fe) 


b b x b 
- a, fhhde+ asf hhz. +0, [hfmdz 
a a 3 


; 
= fShenh tasht ta mde= ff p, de= fop: 


a 


Multiplizieren wir GA noch einmal mit A, so kommt 
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(Pi Pa) (Pi Fo) +. (Pi Pa) 
(4) G A2 = | P2 9) (Pa Pa) ee (Po Prd |. 
(Pr P) (Fm Po) Ser (Im Pr) 
Die Grasxsche Determinante der Funktionen unterscheidet 
sich also von der Gramschen Determinante der Funktionen f nur 
um den Faktor A2. 
Wenn die Funktionen f linear abhängig sind, können wir 
Gi tgs +++, Am unbeschadet der Bedingung A40 so wählen, daß 
%,=0 wird. Dann ist aber die Gramsche Determinante der 
Funktionen œ gleich Null. 
Die Gramsche Determinante der f ist demnach Null, 
sobald diese Funktionen linear abhängig sind. 
` Es bleibt nur noch zu zeigen, daß sie positiv ist, sobald 
die Funktionen f linear unabhängig sind. 
Wenn fi, hs...» fa linear unabhängig sind, so ist f Sicher 
nicht durchweg gleich Null. Man hat also 


b 
Kh)=|hde>0. 
Das Integral einer stetigen und nicht negativen Funktion ist 


nämlich nur dann gleich Null, wenn die Funktion in dem ganzen 
Integrationsinteryall verschwindet. 


Setzen wir 
Richt 
AT Yan 
so wird 
(p p)= 1. 


Es läßt sich nun A so wählen, daß 


h Hipp) = hp) 
ist. Man braucht nur i 


à = — (fz Pı) 
zu setzen. 
re fa +Agy, kann nicht in dem ganzen Intervall (a, b) ver- 


schwinden. Sonst wären die Funktionen f linear abhängig. Es ist 
daher ; 


IAN N 
(Ar)>0 
und, wenn wir 


21? 


324 Gramsches Kriterium für reelle stetige Funktionen 


RM 
Pira 
VE» 
> (PaP) = 1, (P p)=0. 
Jetzt lassen sich A, u so wählen, daß 


$ h Hip tepo p)=? 


setzen, 


und 
3 f Hip EuP P) =O 
wird. ; 
Diese Gleichungen reduzieren sich nämlich wegen 
(mp) =l, (PP) =0, (PaP) =t 
auf 


AGp)rr=0, fp) +u=0. 
pa fa + Àp, + Uf, Kanu nicht durchweg Null sein, da die f 
linear unabhängig sind. Daher ist 


AR) > 0 


und, wenn man 


Nez: 
sr vor 


(Pa Fa) = 1s (Ps Pi) = (Po Pa) = 
So kann man fortfahren. 
Man gewinnt 'auf diese Weise m Funktionen g, die sich durch 
dio f in der Form (1) mit reellen a,, ausdrücken und folgende 
Relationen erfüllen: 


setzt, 


(5) (Pufa =l, (Pa Py =0. (m= 1l, 2, 22. M; u= nr) 
Die Formel (4) lautet in diesem Falle 
GA = 


und wir ersehen aus ihr, daß G > 0 ist. 

Ein Funktionssystem, das die Bedingungen (5) erfüllt, soll ein 
normiertes Orthogonalsystem heißen (vgl. den analogen Begriff 
in § 116). 

Wir haben im obigen die linear unabhängigen Funktionen 
fr fas -+ +, fa in ein normiertes Orthogonalsystem verwandelt, und 
zwar dadurch, daß wir statt der f reelle lineare Verbindungen 
einführten. Da wegen @4?=1 die Determinante A ungleich Null 
ist, so lassen sich auch die f als reelle lineare Verbindungen der » 
schreiben. Zwei solche Funktionensysteme wollen wir hier als 


Komponenten einer Funktion 825 
_—_—— ZZ mm nmEmEÖReRmmeZEGHmTLL[————— 
äquivalent bezeichnen. Dann können wir sagen, daß ein System 
von m reellen stetigen Funktionen, dessen Gramsche Determinante 
positiv ist, mit einem m-gliedrigen normierten Orthogonalsystem 
äquivalent ist. Umgekehrt folgt aus einer solchen Aquivalenz, daß 
die Gramsche Determinante positiv ist. 


8 135. Komponenten einer Funktion in bezug auf m linear 
unabhängige Funktionen. 


f far» fa seien in (a, b) reell, stetig und linear unabhängig. 
Pis Pas +» P„ sei ein äquivalentes normiertes Orthogonalsystem. 

Nehmen wir irgend eine Funktion F, die in (a, b) reell und stetig 
ist, so ‚läßt sie sich in zwei Summanden zerlegen, von denen der 
eine sich linear durch die f ausdrückt, während der andere zu allen 
f orthogonal ist (d. h. mit jedem f das innere Produkt Null bildet). 

Offenbar können wir ebensogut sagen, daß der eine Summand 
sich linear durch die p ausdrückt, während der andere zu allen 
orthogonal ist. 

Der eine Summand hat also die Form 


ATi tipa Hoet An Pas 
der andre lautet 
G= F— hp h Ppa >i hn Pm 
und soll zu allen p orthogonal sein. Es sollen also die Gleichungen 
(Gp)=0, (ap) =0, .. n (GPa) =0 
bestehen. 
Sie reduzieren sich, da die ọ ein normiertes Orthogonalsystem 
bilden, auf z 
(Fp) =h=0, F9)-,=0,.., (Epa) — in = 0. 
Setzt man also ; 
F= (Ep) p +. -+ EPn) Pn tG, 
so ist @ zu allen œ orthogonal, und man hat die gewünschte Zer- 
legung gewonnen. 
G und (Fp)p, +--+ (Epa) Pn mögen die Komponenten 
von F in bezug auf fi, fas - - -, fa heißen. 
Man kann die Zerlegung von #' auch ohne Zuhilfenahme eines 


normierten Orthogonalsystems finden. 
Die eine Komponente von F soll die Form 


Aih Fah Fee- +1 


326 Komponenten einer Punktion 


haben und die andere 
F-hh-hbh--..-.,u= € 
soll zu den f orthogonal sein. Wir haben also die Gleichungen 
AN FEN = 
AN) =, 
Ah m .-,,htrf-0=0. 
Das sind m + 1 lineare homogene Gleichungen für 
ne ER ORT Yes PR 
Es muß also (vgl. Satz 16 in 8 22) 
AN fa) h F) 
E A R 
Tah) RER. VEIE) fa F) 
RN a A 


sein oder : 
a ey 
Re a | a ; = 0 
E E EA 
aan er 
d.h 


GR) i fa) (AP) 


(fi) +++ (m fon) 
Dies ist die zu fs fs, - - -, fa orthogonale Komponente von F, 
Die andre Komponente lautet 


MA Ai fm) (A F) 


(fm fi) +++ m fin) an E) | 
E TR | x 
| AA) ++. (hm) 

Re) 
Wenn G = 0 ist, und auch nur dann, läßt sich F linear durch 
die f ausdrücken, und zwar wird es gleich der andern Komponente. 
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$ 136. Wnroxskische Determinanten. 


e 


Die Funktionen f, f, - - ., f, seien im Sinne von $ 132 linear 
abhängig, es gebe also m Konstanten «,, Cg, ..-, Ga) die nicht alle 
Null sind und für a$3= die en 


(1) o fi t e h lH H Cn fn) 
erfüllen. 
Lassen sich die Funktionen in (a, b) (m — 1)-mal differenzieren, 
so folgt aus (1) 
ah etah OH eaha (= 0, 
Ah O +o f (A) Fe H enfan = 0 
usw. 
Die Konstanten e genügen also den Gleichungen 
ah OF olh OH... E onla = 0, 
ah Otoh E+. afa =(, 


DE) om =, 
und zwar in dem ganzen Intervall (a, b). 
Da die ce nicht alle. Null sind, so muß für aS2=b die 
Determinante 
I Ts AR 
(2) In lea ae I 


; Ba ; laci) NA Kan 
| fi IÈ e.e Jm 
verschwinden. Man nennt sie die Wroxskısche Determinante von 
PADE TRET 
Das Verschwinden der Weronskıschen Determinante ist zwar 
eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung für die 
lineare Abhängigkeit in (a, b) Davon kann man sich durch ein 
Beispiel überzeugen. 
Wir setzen fest, daß s 
ure =O Oe 
für sSs0 A@W=0 
sein soll. Ferner soll 
tar o = 0a N o) 0; 


; for S0 eo)= na? 
sein. 
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Nehmen wir nun ein Intervall (a, b), das die Null umschließt 
(@.<0<b), so sind /, und f, in (a, b) differenzierbar und ihre 
Weosskische Determinante lautet 


für >0: r o |, 

z Fi 220 
für S0: RR ; 

=; 0 2% 


Sie ist also in dem ganzen Intervall (a, b) gleich Null. 
Trotzdem sind die Funktionen f, und f, in (a, b) linear unab- 
hängig. Wäre nämlich für a = s 5b 
o h E) + oahl) = 0, 
so hätte man insbesondere 
ahlat orla = 0, d.h. oa? = 0 
und 
sh +,%lb)=0, d.h. ob? = 0. 
Es wäre also c = o = 0. 

Wenn in dem Intervall (a, b) die Wgronsgısche. Deter- 
minante von f, fas +++, fa- nirgends Null ist (m > 1), 
während die Wronskısche Determinante von f; hs +++ fn 
überall verschwindet, so sind f, hs ---, f linear abhängig, 
und zwar ist ; 

fa = Oh Feee F Calan Creen- 2a Konstanten) 
Die Gleichungen 
Ph + Pf +... Pa-ı faai = Jm 
(8) Pho Peh +:-:+9Yn-ıfm-ı = fns 


pE PH pE P Het Garen 

haben, wie man auch æ in (a, b) wählen mag, eine von Null ver- 
schiedene Determinante. Diese ist nämlich die Wronskische Deter- 
minante von fi, fa ++ /„.., von der wir vorausgesetzt haben, daß 
sie in (a, b) nirgends verschwindet. 

Durch die Gleichungen (3) sind also Pi, Pz, -- +, Ọm- als 
Funktionen von x definiert. Die Cramersche Regel ($ 22) gestattet, 
diese Funktionen anzugeben. Sie sind Brüche mit dem Nenner 


|A fa ee 
ho Pe 


p-d gr» f ; 4 ped 


(4) 
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und die Zähler entstehen aus diesem Nenner dadurch, daß man eine 


der Funktionen f, fp, ---; fa- durch f, ersetzt. / 
Da wir von fi, fas ».., fa annehmen, daß sie sich in (a, b) 
. (m — 1)-mal differenzieren lassen, so existieren in (a, b) die Ableitungen 
Pir Par o Pa 


Die eg g erfüllen außer den Gleichungen (3) auch noch 
die Gleichung 


0) fe. ae; 


denn die Determinante (2) ist gleich Null, also die Gleichung (4) 
eine Folge der Gleichungen (3). 

Differenziert man nun die Gleichungen (3) unter Beobachtung 
von (3) und (5), so findet man: 


p h tph +--+ pnei fa- = 0, 
Pih toht.. + geri ig = 


PiE PE i Dnt = 0. 
Die Determinante (4) ist aber von Null verschieden. Daher folgt 
p = 0; p =/0,.., Pn-ı = 0: 

Die Ableitungen der Funktionen p sind demnach in (a,b) gleich 
Null, die Funktionen selbst also Konstanten. Die erste der 
Gleichungen (3) sagt dann aus, daß /, eine lineare Kombination 
VOR fly one a la a Sbn DIE brigon entstehen aus ibr durch 
Differentiation. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß in der Umgebung von x, je 
k + 1 der Funktionen f, fa, --- /„ eine verschwindende Wronskısche 
Determinante haben, daß dagegen die Wroxskıschen Determinanten, 
zu denen je k dieser Funktionen Veranlassung geben, an der Stelle z, 
nicht sämtlich Null sind (k =m — 1). 

Denken wir uns die f so numeriert, daß gerade f, fs =- f 
an der Stelle x, eine von Null verschiedene Wronskische Deter- 
minante geben, so wird bei passender Wahl von s(> 0) in dem 
Intervall (x, — &, æ + £) die Wxroxskısche Determinante von f, fy 

STE Be Null sein,! während die von f, far «++, fo h 
(q =%-+1,..., m) überall verschwindet. Daher ist f, in (m, — £, 
% +8) eine lineare Kombination von fi, fa, ++, fe Dagegen sind 


DEE 


1 Diese Wroxskische Determinante ist an der Stelle x, stetig, weil die 
Funktionen f sich k-mal differenzieren lassen. 
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fis fas ++, 7, linear unabhängig, weil ihre Wxoxskısche Determinante 
ungleich Null ist. 

Wir sehen, daß in der Umgebung von x, gerade m — k von 
den Funktionen f, fS ..., fa Sich als lineare Kombinationen der 
übrigen darstellen lassen. 

Die Wronxskısche ist spezieller als die Gramsche Methode, 
“weil sie sich auf Funktionen bezieht, die eine gewisse Anzahl von 
Malen differenzierbar sind, während die Gramsche Methode nur die 
Stetigkeit fordert. 

Bei der Wronskıschen Methode brauchen die Funktionen 
fis far ++, fa nicht reell zu sein, während wir uns bei der GRAN- 
schen Methode auf reelle Funktionen beschränkt haben. Von dieser 
Beschränkung können wir uns aber, wie jetzt noch gezeigt werden 
soll, befreien. 


8137. Ggransches Kriterium für komplexe stetige Funktionen 
einer reellen Veränderlichen. 


fix) sei eine komplexe Funktion von x, die in (a, b) stetig ist. 
Es sei also 
fe) = p (x) + iy (2), 
und p, y scien reelle stetige Funktionen, 
Mit /(x) wollen wir immer die zu f konjugierte Funktion be- 
zeichnen: 
f@) = p (2) — ip). 
Wenn zwei komplexe stetige Funktionen in (a, b) vorliegen, so 
bezeichnen wir 


jron ajde mit (f9), 


wie wenn f und 7 reell wären. : 
Nun lautet das Gramsche Kriterium folgendermaßen: 
m komplexe stetige Funktionen in (a, b) 


hE) Ra -r mn) 
sind dann und nur dann linear abhängig, wenn die Deter- 
minante 


\ DOT 
i ARE) 
N) . . » . . . . . 
VA AN A A 


verschwindet. 
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Der eine Teil des Satzes ist sehr leicht zu beweisen. Ist z.B. 
„sah ER m-1]? 
so bekommt die Determinante (1), wenn man die mit c. ..., Cp.) 
multiplizıerten m — 1 ersten Zeilen von der letzten subtrahiert, in 
der letzten Zeile lauter Nullen. 

Den-andern Teil des Satzes erledigen wir durch ein ähnliches 
Verfahren wie in 8 134. Dabei brauchen wir eine Verallgemeinerung 
des Begriffs der Orthogonalität. 

Wir nennen f und g zueinander orthogonal, wenn 

(= 
ist. Dann, ist offenbar auch 
(fg) = 0. 


Sind nun die stetigen Funktionen fie fz» =- fa in (a, b) linear 
unabhängig, so ist sicher 
hM)>9, 


weil sonst in dem ganzen Intervall (a, b) 
h=0 
wäre! was der linearen Unabhängigkeit der f widerspricht. 
Setzen wir 


SISA 
UNEIA 
(pi p) = 1. 
Jetzt läßt sich 2 so wählen, daß 
p =h tip 
zu , orthogonal ist. Man braucht nur zu bewirken, daß 
h tip p) =h) ti=0 
wird, also 2 = — (f, 9,) zu machen. 


(w, W) ist sicher größer als Null, weil sonst y, = 0 wäre, was 
der linearen Unabhängigkeit der f widerspricht. Setzen wir 


80 wird 


Yai 


Von W' 
(Pi P) =0, (PP) =1 


b 
(fh=0 bedeutet, wenn PSAE ist, Je +y’) do = 0, und daraus 


80 ist 


folgt p = y = 0, sobald man f als stetig voraussetzt. 
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In dieser Weise kann man fortfahren, bis man m Funktionen 
Pir Par -s Pu gewonnen hat, die paarweise orthogonal und außer- 
dem normiert! sind. 

Sie drücken sich offenbar linear durch die f aus: 


(2): p, = i toa la aT OS fia. 
(= 1, Diss, m) 


Die e,, sind komplexe Konstanten. Bezeichnen wir wie gewöhnlich 
mit <,, die zu c,, konjugierte Zahl, so ist 


P =n h + ĉa lz +- + De 
Nun ergibt sich durch Multiplikation nach Zeilen 
KAM A| Ir dr Cm 
AK): Gm) | ĉa Egger e Com 
fa h) TE aT Canl mz’ © 


|E Pad A Pa) +- A Pa) 
EEA AA] 


Im p) Mn Pa) en (fin Pm) 
und durch Multiplikation nach Spalten findet man e 


AP) A Pe) <- A Pm) Cii Oar eee Omı 
Mo Pa) Oa Pa) -+ - Oa Pm) Cig Cag eee Oma 


Fr p) Im Po) SER (A Pm) ei m O? m’ pr. Om 
(Pi P) (Pa Pa) (Pn Pa) 
- | (P Pa) (Pa Po) +- (PaPa) | 1. 


(p Pn) (Pa Pu) szere (Pm Pm) 
Setzen wir also 
RL 


Or aO e O, 
21 C22 am | = 0; 


Cni Cmo’ .. Om 


so ist 


1 Wir nennen f normiert, wenn (ff) =1 ist. 
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AA) 
RAR). o Cü=1. 


MRU Ta N 
Hieraus sehen wir, daß C0 ist,! also CC >0, und daher 


AREA) 
GARDE A  A RE 


DD) 


Auch die Betrachtungen des $ 135 lassen sich auf. komplexe 
Funktionen übertragen. 

fo fas ++, fa seien komplexe Funktionen, die in (a, b) stetig und 
linear unabhängig sind. Pı; Pas +++, Pa sei ein äquivalentes nor- 
miertes Orthogonalsystem, wie es z.B. die Gleichungen (2) darstellen, 
deren Auflösung nach den f so lauten möge: 


fe = Yna Pi Hyra Pat- -et Yrm Pm 
(r = 1, 2, ... m) 

Jede komplexe Funktion 4, die in (a, b) stetig ist, läßt sich in 
zwei Summanden zerlegen, von denen der eine eine lineare Kom- 
bination der f und der andere zu allen f orthogonal ist. 

Wir müssen, um diese Zerlegung zu finden, die komplexen 
Konstanten A,, Ay, ..., A, so wählen, daß 


F-hm- hp: An Pn 

zu allen f oder, was auf dasselbe hinauskommt, zu allen @ ortho- 
gonal ist. 

Das führt zu den Gleichungen 

h = (Fp) d = (FP), u = EPn): 

Die gewünschte Zerlegung von F ist also möglich, und zwar nur 
auf eine Weise. 

Man kann die beiden Summandenñ, in die wir F zerlegt haben, 
als die Komponenten von F in bezug auf fis fas «»+, /„ bezeichnen. 

Die Komponenten von F lassen sich natürlich auch durch die f 
selbst ausdrücken. Man kann zu diesen Ausdrücken entweder auf 
dem in § 135 eingeschlagenen Wege finden oder auch in folgender 
Weise; 


— 


1 Die Gleichungen (2) lassen’ sich also nach den f auflösen. 


auch 


Xy 
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Die zu den / orthogonale Komponente 


(Ep) pi — EP) Pa — - - - — (E Pm) Pn = G 
läßt sich in Form einer geränderten Determinante schreiben. Sie 
ist nämlich gleich 
1 TE a 
0 1 A = ERROR 


| N N N 
(EP) (E Ppa) -e (EPn) F 
d. h. gleich MoET 
(Pi Pa) (Pi Po) --- (Pi Pm) Pı 
(Pa Pi) (Pa Po) -+ - (Pa Pa) Ye 


(pn 9) (pn Pa) “ur (PaPa) Pn 
(Ep) (Epa) o Epa) F 
oder auch gleich = 
(pı FJa) (Pr Pm) Pı (AP) (Pi Pa) -- - (Pi Pm) 


IRI: (Po Pi) (Po Pa) -e (Pa In) 
(pa pI. ch Fal Pr . . . ; 


(Ep) STAA (EPn) E. (Pm 9) (Pu Pa) RE (Pr Du) 
Nun wollen wir den Zähler und den Nenner dieses Bruches 
mit Z’ multiplizieren und dabei bedenken, daß wir F, die Determi- 


nante der y,,, auch als (m + 1)-reihige Determinante schreiben 
können: 


Vir Ya cee Ym 0 
aate -ee Ym Ô 


R Ymm 0 
VE 


Dann finden wir, daß der Bruch gleich 


AM). mn A P) A Pa) A Pn) 


; PEERAA 
ETET Seo 3 


(Ep) ... (Ppa) F fn p) 2 pa) -e (m Po) 
ist. Multiplizieren wir Zähler und Nenner mit 7, so ergibt sich 


« 


Gramsches Kriterium für komplexe stetige Funktionen 335 
ee 
| 


( Ai ata fa 


(mh) Mea fo) 
Die andere Komponente yon F, d. h. die Komponente 
(Ep) pi +- to) Pn: 
die sich auch in der Form 
aha 
(F N. (Ef a5 0 
s ARRA 


a A) ee on Fn) 
schreihen läßt. hat in bezug auf F folgende Eigenschaft. Sie ist 


unter den linearen Kombinationen L der f diejenige, 
welche das Integral 


PETIS = fir — DË — Ījdi 


zu einem Minimum macht. 
Da jede lineare Kombination der f eine solche der p ist und 
umgekehrt, so dürfen wir 


L=h9+-:: +4, En 
setzen. Dani wird eher (ML, ie I) gleich 


(EP) — Sp, + pE Dh, | 
= (FM) —- Sr, AA+ D0,— m. — lp, P): 


Die letzte Summe, deren Glieder als Produkte konjugiert kom- 
plexer Zahlen nicht negativ sind, wird am kleinsten, wenn sie Null 


ist, d. h. für 
= (p, F) (r=1,2,..,m) 


2 Dieses Integral nennt man die Norm von F — L, 


» 
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Wir wollen hier noch bemerken, wie man die Norm von G 
berechnet. Um diese Norm zu finden, muß man G mit @ multi- 
plizieren und dann von a bis b integrieren. Da 

(GA)=. -= (Gf) = 


ist, so kann man statt @ auch 


al (am) O 


(m n- M Ay 0 
IER) EAN F 
(A A poese VA fm) 


’ 


(Fi h) U Um fm) 
d.h. F, benutzen. Man findet dann 
f DR, x i Mm fi F) 


f. F) . BR ) F, P) 
F FP) 
an ee Be 


Mah) - r) 


Wenn (GG) >0, so ist G: (G G) eine ge mit der Norm 1. 
Für diese Funktion gilt nach a Obigen die Formel 


Ya him h 


f, f) . lm E) fü 
(5) Re AEN . \) y E Nie 
(G G) | in ch (mir [ED o F) A A) fh 


F. A Í): . E A ) A r) 
tdl E en wm 

Formel (5) ermöglicht əs uns, zu m linear eh S Funk- 
tionen fi, fys ++, fa ein äquivalentes normiertes' Orthogonalsystem 
hinzuschreiben. Setzen wir zur Abkürzung 


n e .. SE A 


=D, (p=1,2,... m) 
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und außerdem D, = 1, so bilden die Funktionen 


i AA- fifa) h 

OAE AEI S AE aden O 

(6) SE hh) fa N CETA re ee) Im 
VDID.: 5 VDD A VDa-ı Dm 


ein normiertes Orthogonalsystem. Jede Funktion ist nämlich zu 
zu den vorhergehenden orthogonal und hat die Norm 1. Jedes f, 
läßt sich. offenbar linear aus den p ersten Funktionen der Reihe (6) 
zusammensetzen. (6) ist also ein mit f, fg, ++. fa Aquivalentes 
normiertes Orthogonalsystem. 


Sechzehntes Kapitel, 
Einige geometrische Anwendungen der Determinanten. 


§ 138. Gleichung der Geraden, 
die durch zwei gegebene Punkte hindurchgeht. Inhalt des Dreiecks, 


x, y seien Punktkoordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges 
Achsensystem.! 

Wir setzen es als bekannt voraus, daB die Gleichung einer 
Geraden die Form 


(1) ax+by+e=0 


hat, a, b, o sind Konstanten und a, b nicht beide gleich Null. Um- 
gekehrt stellt jede Gleichung von der Form (1) eine Gerade dar, 
sobald a, b nicht beide verschwinden. D. h. die Punkte (x, y), die 
der Gleichung (1) genügen, sind die Punkte einer Geraden. 


Wenn zwei verschiedene Punkte 


(& Y) und (T> Ya): 
gegeben sind, so ist es leicht, die Gleichung ihrer Verbindungs- 
geraden aufzuschreiben. Sie lautet 
Byrne 
(2) 8 9 R U 
To h l] 


1) Wir beschränken uns in diesem Kapitel auf reelle Gebilde, 
Kowarewski, Determinanten 22 
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Diese Gleichung ist von der Form (1), wie man durch Entwickelung 
der Determinante nach der ersten Zeile erkennt, und zwar ist 
(3) er Pe ee 
so daß a und b nicht beide Null sind 

Die Gleichung (2) stellt also eine Gerade dar. Diese Gerade 
geht aber durch die beiden Puukte (x, y) (£3, y) Setzt man 
nämlich s = 7, y =y, oder z = Tys Y = Ya, 80 steht auf der linken 
Seite eine Determinante mit zwei übereinstimmenden Zeilen. Die 
Gleichung wird also durch (z,, 2) und (£, y,) erfüllt. 

In der analytischen Geometrie wird gezeigt, daB der Abstand 
eines Punktes (æ, %) von der Geraden (1) gleich- 

ax, + Et +e 
a? + BE 

ist. Handelt es sich um die Gerade (2), so lautet dieser Abstand, 
wenn man die Formeln (3) beachtet, 


T % 1 
za y A 
ER FL ER, 


ya - z + yı — y)? 
g = a - +4 — 


die Entfernung der beiden Punkte (z, y,), (&,, 3,) also 
% Yo 1] 
(3) u N 

i T, Y 1 
der Inhalt des Dreiecks, das die Punkte (2, yo) (4, Yı) (Tas 9.) be- 
stimmen. Dabei ist aber dieser Dreiecksinhalt mit einem bestimmten 
Vorzeichen versehen, weil A nicht positiv zu sein braucht. 

Wir müssen noch ermitteln, wann die Determinante (3) positiv 
und wann sie negativ ist, 

Wenn wir das Dreieck (x, yo, @ (Es Yo), Xz Va) in seiner Ebene 
verschieben und seine Ecken dabei die neuen Lagen (xj, yyh 
(zi, Yı) @: y) annehmen, so a wie in der analytischen Geometrie 
gezeigt wird, 


Nun ist 


= gh 


x£ = z, CO8 p — y, SiN Q + g, 
Y, =m sin p + y, cosp +p 
(= 0, 1, 2) 
p, x, f sind Konstanten. 
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Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten ist nun 


ey le Ta % L| | cosp, — sing, œ w 1 
a  1=-|z y 1 sinp, coso, ê =n n 1 
| Ty Y l | s Ya 1 0 0 1} Tz Y 1 


Der Inhalt mit Vorzeichen bleibt also bei allen Verschiebungen 
des Dreiecks in seiner Ebene ungeändert. 

Wir können durch eine solche Verschiebung bewirken, daß 
(€o Yo) in den Anfangspunkt und (r, y) auf die positive z-Achse 
füllt, daß also 

o = = 0, g > 0, yY =0 
wird. Dann ist aber 


RE | | DESNA 
DR 1|= EEE EAE 
y m l By Y l 


Da z> 0, so ist diese Determinante positiv oder negativ, je 
nachdem y, >0 oder y, < 0 ist. 

Daraus können wir folgendes entnehmen: : 

Die Determinante (3) ist positiv, wenn die Punkte (z,, Yo) (® > Y1) 
(&,, Ya) in ähnlicher Weise liegen wie die Punkte (0, 0), (0, 1), (1, 0), 
und negativ, wenn sie liegen wie (0, 0), (0, 1), (— 1, 0). 

Wir wollen uns einen Beobachter denken, der auf der Ebene 
herumwandert. Befindet er sich auf einer geeigneten Seite der 
Ebene, so wird, wenn er im Anfangspunkt steht und nach der 
positiven Richtung der x-Achse blickt, die positive y-Achse zur 
Linken liegen. Der Beobachter soll beständig auf dieser Seite der 
Ebene bleiben. 

' Wenn er nun in (x, Yọ) stehend nach («,, y) hinschaut, so 
liegt (@,, y,) zur Linken oder zur Rechten, je nachdem die Deter- 
minante (3) positiv oder negativ ist. 

Die Formel (3) gibt den Inhalt eines Dreiecks ausgedrückt 
durch die Koordinaten der Ecken. 

Wir wollen jetzt aus den Gleichungen der Dreiecksseiten den 
Inhalt zu berechnen suchen. 


we + bay tHo =O, 
agti yte =0, 
a, + bay +e =0 


1 Da } m,y, der Inhalt des Dreiecks (mit einem gewissen Vorzeichen) 
ist, 80 zeigt die obige Betrachtung aufs neue, daß auch (3) diese Bedeutung hat. 
d x 294 
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seien die Gleichungen der Dreiecksseiten und (z,, Yo) (Eis Yi) (Tas Ya) 
die gegenüberliegenden Ecken, so daß man hat 


aty + bryt a = 0, 

a't + bh +o = 0; 

ayt + bgy t oym 0, 

at F boh Fo = 0; 

a Za + bo Ya += 0, 

Q t +b Yy +a =D. 
Bezeichnen wir mit 


4,, B,; C, 
die algebraischen Komplemente von 
U bns C, 
in der Determinante 
Kabo % 
a b 219 
a, by % i 
so ergibt sich aus den obigen Gleichungen 
Ar EGN 
T, = T? yE (r = 0, 1, 2) 
. Der Inhalt des Dreiecks (zos Yo), (©, Y) (£as Ya) ist also gleich 
0» Yoh Tis Yih Wer Ya 
pea Boni 
| Ooi Co ; Ai aiB Oge 
y Ai Bali g. pad blg B RIO 
Oo G 2 0, C, Oz z 2 $ 
4 By 1 4, B 6 
| 0.0 
oder (vgl. Satz 27 in 8 37) gleich 
ao ibi 60 2 
a b a 
4. — bs 0 4 
x | u b | Gy bs w bo 
a b| | bo a b 


8 139. Produkt zweier Dreiecksinhalte. 


Wir betrachten zwei Dreiecke 


(£o Yo)» 2, A)» (zs Ya) 
und ; al 158 
(0, Yo)» (5 4)» (0, Y,)- 
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Ihre doppelten Inhalte 2J, 2J’ sind einschließlich des Vorzeichens 
gleich 


Lg Yo 1 % % A| 
e a E A A E A y 1 l 
-dT % 1 2. Ya „1 


Wir wollen sie in Form vierreihiger Determinanten schreiben, und 
zwar 80: 


en Aal | g 

Ja AEA y E A) 
aa E A aaa CERDA d 

E E 

asg 0 
0 
ni zw 01l: 
ER AO 


Durch Multiplikation nach Zeilen erhalten wir nun 


Loo YoYo, Ton EYY Tot + Yo Y, 1 
LAJI a to HUn WA HNI AT HYY 1 
By Yatoa DT FYI s Tay YY 1 
1: 2; 1 0|> 
Setzen wir 


a, > (x, and z) ip (Y, wi? Y? ’ (d,, = 0) 
so ist d,, die Entfernung der beiden Punkte (x, y,) und (x, y,'). 
Durch diese d,, läßt sich die Determinante — 4JJ" ausdrücken. 
Es ist nämlich 

Ya. 
Subtrahiert man nun in der Determinante — 4.J./’ von der (r + 1)ten 
Zeile (für r = 0, 1, 2) die letzte, multipliziert mit +(x," -+ 9,2), und 
von der (s-+ 1)!“ Spalte. (für s = 0, 1, 2) die letzte, multipliziert 
mit 4. (x? -+ y,®), so ergibt sich 
u LTE 44,» td, 1 
un Lt) En hal,» =$ dia 1 
=$ dio) 34,» 44, 1 
a ie. Par 1 0 
Multipliziert man die drei ersten Zeilen mit — 2 und dann die 
letzte Spalte mit — 4, so hat man die Determinante mit dem 
Faktor 4 versehen. Es ist daher 


—4JJ = 
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din doi di: l 
dio : di, dis 1 
dzo dii d, J 
1 1 s) 


Läßt man die beiden Dreiecke zusammenfallen, setzt man also 


(1) - 16)’ = 


I 3 VEE Yra f= 0,1, 2) 
so werden dys dı,, do gleich Null und 
| di = d = Ms 
dio = dy = 4, 
da = dio = 4, 
die drei Seiten des Dreiecks. Die Formel (1) verwandelt sich in 


OERA | 
U SOTE 
Cune Atos 
IE AB E) 
Wir wollen von der zweiten und dritten Spalte die erste ab- 
ziehen. Dann erhalten wir 


0 a,? To 1 
Bie = a? —a,” aa? l 
at na? u 1 
1 0 N) 0 
d. h 
Ag 4? 1 
16 J2? =| —a,? a?— a? 1 
aa? —a: 1 


Ziehen wir hier von der zweiten und dritten Zeile die erste 
ab, so kommt 


2 
a, a 1 
3 1 2q? ARE BI 
— 2a O N N 
1672 = — 2a?  @?’—aq’—a,? 0) = se S, i 
ET) ee Ve 


oder 
16 J? = 4a,20,? — (a? + ag? 12)” 
= (2a, a, — a? — a? + a?) (20, a, +a?+a,?— a3) 
= (m? — (a, — 7 ila + a)’ — a”) 
oder endlich 
16 J? = (a + a, + a)l a H +4), - 1, +), +a — 4). 


4 
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Fe ne men mn me ass nn nn FT TFT 


Unter Benutzung von 


l + 4 +0; 


schreibt sich diese Formel so: 


... 
J? = ss — ole — a(s — i). 


$ 140. Der Radius des einem Dreieck umbeschriebenen Kreises. 


Der Leser kennt aus der Trigonometrie eine Formel, wonach 
der Inhalt eines Dreiecks dem Produkt der drei Seiten, dividiert 
durch den vierfachen Radius des umbeschriebenen Kreises, gleich ist: 

EER 
J= 4r 
Wir wollen diese Formel mit Hilfe von Determinanten beweisen. 
Zu diesem Zweck betrachten wir zwei Dreiecke 
(Zos Yo)» Ei Yı)s (2, , Ya) 
und 


j , A | Ki 1 y y ’ + 
i A (Tos Yo J i N E Tas Ya)» 
die dem Kreise 


g? y? r? 
einbeschrieben sind. J und J’ seien ihre Inhalte. Dann bat man 
Fai i O 
2J=|xv y 1 =a hnr] 
j % Ya 1 | D, Ya F| 
Ebenso ist 
Dai JN r =i = Yo 2 
IEA myar p= m r - 
e SH ? 15 je N 3 a | 
er hti E ar SA 


Hieraus folgt 


LER) 22 : RE ma ER, / ’ 
; r = Lo Bo ~ Yo Yor ma my, FT Bo La — Yo Yg 
a Nh AN 3 + epea AES [2 2 _ VEN 4 
4JJ er fee 2% 7 Yı Yon? L= YY r Li La — Yi Ya |» 
2 EN HERT) ner 3 r 
| TE Ba To = Ya Yor RT Ya Yr T — Ta Ty — Yo Ya 


Nun gilt für die Entfernung d,, zwischen (x,y) und (w, y,) 
die Gleichung 


er + (u= =2r— nn yy), 


so daß 
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1 ` dio dii doa 
Te, di, 
dio dai di, 
Fallen die beiden Dreiecke zusammen, so reduziert sich diese 
_ Formel auf 


0 0° a? EIN: 
2 
= la 0 22, 
a? a. 0 
d.h. 
16.72 Qo? Ay” ag? 
also 


§ 141. Inhalt des Tetraeders. 


x, y, % seien Punktkoordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges 
Achsensystem. 
Wir betrachten vier Punkte 
; (o Yos 2o); (z, Yı> %)» (2, Ya» Zo); (2z; Yg, Zg) 
und wollen den Wert der Determinante 
% Yo % 1 | 
Ti Y 9 


1 
(1) Ta Y Za 1) 
1 


| Zs Y3 %g | 
berechnen. 

Denken wir uns einen starren Körper $, der die vier Punkte 
enthält, und bewegen wir diesen irgendwie im Raume, so geht jeder 
Punkt (x, y, x) von & in eine neue Lage (x’, y’, x’) über, und zwar ist 

= xs++ pyt %1% + O 

y = «w + pay +y% Hd 

“=, + Pay +y% + ôs. 

«, ß, y, d sind Konstanten, und 
ap N 
æ, bz %2 
& Ps 75 
ist eine orthogonale Determinante mit dem Wert 1, 
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Das setzen wir aus der analytischen Geometrie als bekannt 
voraus. j 
Ist (x, Yp, z,') die neue Lage von (w,, y,, #,), so ergibt sich 
aus dem Multiplikationssatz der Determinanten 


2% % 1 | | T Y h E wp EO | DEUED 
mhal Sla YA 1 ta Pr Yaj ah A 
La Ya Za 1 | Ta Y, % 1 čs Ês 73 Ò | % Ya Za 1 
E A ıı ar 0001 | 23 Ya Ža 


Die Determinante (1) bleibt also bei jeder Bewegung des . 
Körpers Q ungeändert. ` 
Nun läßt sich erreichen, daß (z, Yo? %,) mit dem Anfangs- 
punkt zusammenfällt, daß ferner (m, y, x) auf der positiven 
x-Achse und (z, Yz, %) in der (x, y)-Ebene auf der positiven Seite 
der x-Achse liegt. Es läßt sich mit andern Worten bewirken, daß 
die Gleichungen und Ungleichungen 
T= w=% = 0, 
a >0, y= =0, 
TEE 
gelten. Dann wird aber 


` “ 


ya Lk 0.8040 1 

ya 1 20.001 AR 
I rd ER eg E r E 
a Yz % 2 Ya 

Ly Yy Xy 1 Dy Yy % l 


©, Y, ist der doppelte Inhalt des Dreiecks! 0’, 1‘, 2° und der 
Betrag von z, die Höhe der Pyramide mit der Basis 0’, 1’, 2’ und 
der Spitze 3°. Abgesehen vom Vorzeichen ist daher die Determi- 
nante (1) der sechsfache Inhalt des Tetraeders mit den 
Ecken 0, 1, 2, 8. 

Die Determinante (1) ist positiv oder negativ, je nachdem x,’ 
negativ oder positiv ist, je nachdem also der Punkt 3 zu = 
Punkten 0, 1,2 anders oder ebenso liegt, wie der Punkt (0, 0, 1) z 
-den Punkten (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0). 

Man denke sich einen Beobachter BY im Punkte 3 und einen 
Beobachter ® in (0, 0, 1) ® betrachtet einen Punkt, der von 0 
nach 1, von 1 nach 2 und von 2 nach 1 geht.” %® fasse einen 


1 Statt (,, Yr, %r ) sagen wir kurz 7’. 
2 Die Bewegung möge. auf dem umbeschriebenen Kreise des Dreiecks vor- 


sich gehen. 
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Punkt ins Auge, der von (0, 0, 0) nach (1, 0, 0), von dort nach (0, 1, 0) 
und von dort nach (0, 0,0) wandert.! Umkreisen die Punkte die 
betreffenden Dreiecke für die beiden Beobachter in entgegengesetztem 
(in demselben) Sinne, so ist die Determinante (1) der positive (nega- 
tive) sechsfache Inhalt des Tetraeders 0, 1, 2, 3, 

Ist das Tetraeder durch die Gleichungen seiner Seitenebenen 
gegeben, so kann man verlangen, den Tetraederinhalt durch die 
Koeftizienten dieser Gleichungen auszudrücken. 

Die Gleichungen der. Seitenebenen seien 

` «2 +b,y+ex2 +d,=0 (r= 0, 1,2,8) 
únd UN Ebene a s + b py +e, +d, =0 möge der Ecke (x,, y,, %,) 
gegenüberliegen. 

- Bezeichnet man die algebraischen Komplemente von 
Ga bs Ca d 


r 


in der Determinante 


| a b, Co do 
| adad 
| ü, b, C, dy 
; | as bs Cs d 
mit 
4,, B,, C,, DS 
so ist 
A, B, 0; 
T,= D,’ Y = D,’ 927, 
mithin 
Ar l B O% Di 
T hn a 1 ı _)4 A a D, | 
EZ Ds D, D, D; | 4, DB, MOND; 
u %% I 4 B, % D; 
ao bo m | 
abs a g 
a, by o d 
Ee ab, % d; | ie 
A RE EP TE Er I EI RE} 
a, b, a N uud ab g 
ag by 0 a, b, Cai | ag bs Cs ag by | 


1 Vgl. Anm. 2 8, 845. 
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8 142. Produkt zweier Tetraederinhalte. 
T sei der Inhalt des Tetraeders 
(Eos Yor Yob rN: Al Mg Yar Za) ss Ys Za) 
und 7” der eines andern Tetraeders 
OAU A (25 Ys z) (Ta, Yis Za)» (23), Yz, 23)» 
Die Tetraederinhalte sind mit den zugehörigen Vorzeichen versehen. 
Multiplizieren wir 


29980 
| x i 
O 0 1 er ee Se Bat) 
Kn % 24 
6 T= OSA 1 $ pa ER 170 
v Y. A X = 
- h = 1 Ko Y3 7 1 3 0 
HART 01350 0: A0se 
mit 
OS | Ye DIET 
Re 67 
a: i = e: i A , PA t x , 0 1 
3 7” ul K ` z s5 BE or! H Ya z! 0 t E 
Up Ya Ža 1 1 , ’ 4 
ya] ra EN aa ni 
3 13 3 0 0 0 1 ; 0 


SC ME EE AE E TSE E E R O 

B PM a an Eee! 

EA A e ME E E EE E +3 AR tu Feen 1 
u rt a net 

1 REA el el 0 


Dabei ist 
m,a Fee 
eine Abkürzung für 
DD HYY Frae 
Versteht man unter d,, die Entfernung zwischen den Punkten 
(Ers y,,%,) und (85 Y, Z) so ist 
di, =, (x, ur x, T U, T y) ar (z, TA 2, )? 
= (e3 +.) HEH) 2a He): 
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Wir wollen jetzt in der Determinante — 3677’ von der 
(r +1)!" Zeile (für r = 0, 1, 2, 3) die mit z,?+ ... multiplizierte letzte 
Zeile abziehen und dann von der (s+1)!® Spalte (für s= 0, 1, 2, 3) 
die mit x? + ... multiplizierte letzte Spalte. Dann erhalten wir 


| _ do _dı _ do _ dos 1 


2 2 2 TE 
BE 
2 2 2 2 
SE WR n ch 
2 2 2 2 
a ee hA 
p 2 2 2 
1 1 1 10 


Multiplizieren wir hier die vier ersten Zeilen mit —2 und dann 
die letzte Spalte mit —4, so haben wir die Determinante mit 
(— 2)’= — 8 multipliziert. Demnach ist 


doo dor dor 1 
dio dii di, di 
28E NP edad a A u 1 
dso di das dis li 
e da Kea V 


Wenn die beiden Tetraeder zusammenfallen, wenn also 
DEn Ds y,= Y, WTR A 
ist (r = 0, 1, 2, 3), so werden 


dyor di d, 5, dss 
gleich Null und 


di = ho =, 3 = dy; 
S y = dy; Ba 
dos = dgo = ag, dg = dy, = by 


die sechs Kanten des Tetraeders. Für das Volumen T des Tetraeders 
ergibt sich die Formel 
0 q’ a,* a,” 
ER TA N 
25827 = 126,2 076,8 
a a a O 
1 1 1 1 


OS m č e je j 
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8 143. Der Radius der einem Tetraeder umbeschriebenen Kugel. 
Wir wollen jetzt die Betrachtungen des § 140 auf den Raum 
übertragen. Š 
(Zos Yo: Zo) (ti h A) (23s Yz» Žo)» (£; Yz: Zo) 


seien vier Punkte auf der Kugel 


yy Har. 
Sie bestimmen ein der Kugel einbeschriebenes Tetraeder, dessen 
Inhalt (einschließlich des Vorzeichens) 7 sei. 


Dann ist 
| | | Daie Yon Aa 
ER a 1 a ET E UE EA a 
To Y ža l "| G Ya % T 
Dy Ys % 1 Ca EIEE O 


Neben diesem Tetraeder betrachten wir noch ein zweites, das 
derselben Kugel einbeschrieben ist. 


(T Ya Zo) (ms Ys Z) (2, , Ya» Za Js (25) Yz» Za ) 
seien die Ecken dieses Tetraeders und 7’ sein Inhalt. Wir schreiben 


+ LA + 
Due 


IM J 
6T = DRRR ET 7 
2 Y 2 
+ + + 
Re Ya AAE S 
in der Form 
+ t [A 
=t S h Sny r 
’ ’ + 
N E a 
R Re AETA 
2 Yz 2 
+ + ’ 
aaa er aa 


Dann ergibt sich 


- 36 TT = 
2 , 2 sD + P, oas 2, 
r? — Bo Bo — oen T? — Bi ny T Bo By ny T Bo a 
h 1 
Nur Pam m HH S Ta en ES h tg ne 
.2 , 2 FE 3 Giit 2 2 
I — ey PT re mie 


3 ; ; 
Nm eeg T? = Bg T her P Bg Mg — vee 
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Für die Entfernung d,, zwischen (z, Y, %,) und (x, y,,x,') gilt 
die Formel 


dè, = (£, — x, } + (y, — ys) a R) 


= 2 (r? — oe, YY RR); 
so daß 
r— r a —..: =% 
ist. 


Hiernach wird 


08 
Bd ade 
, 1 10 11 12 13 
386-16 TT = — — 
lad, des ds 
dioi dar dsa Giel] 


Läßt man die beiden Tetraeder zusammenfallen und benutzt 
für die Kanten dieselben Bezeichnungen wie in § 142, so ergibt sich 


* 


3,80 rg 
0 a” a? a 


M a A 2 
3 eh 3 2 
36-167 =- 5 N 
a b? b? 0 

Nun findet man durch Ausrechnen 


O E hr Re 


2 

a? 0,52 ba mab eF an ab 

a? b? 0 b? | 2a,?b,2a,2b,?— 20,20,20, 2b 2—20, 2b a, b? 
e OENE SEA, 


= (a >b? + a,b,” — az? b? -4a 2h tab? 
= {(a, b, + a, b,)? — a,”b,” f(a bi — a bo)? — ag” b3} 
— (ab, +@,b, + ag bg) (a, b, + ag bg — a, bi) (ag by + a,b, — a by) 
X (a, b + a, ba — a,b). 
Setzt man 
; a b, F agb, a,b, = 2q, 
so wird 
36 T? = wal a b)a— a, b,)(q A ag b); 


also 
Al Re Re AR b.) b) (q yz 49) ba): (q — ü; bs), 
FI 
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& 144. Vier Punkte auf einem Kreis.. 
Die Gleichung eines Kreises lautet in rechtwinkligen Koordinaten 
(1) ala? t yH 2a etay +a =O. 
Die a sind Konstanten und a,, a,,«, nicht alle drei gleich Null. 
Die Gerade wollen wir auch als Kreis betrachten (mit unend- 
lich großem Radius). Dann dürfen wir für a, auch den Wert Null 
zulassen, 
Wenn nun vier Punkte 
(Eos Yo ah Ar (Es Ya) ; 
auf einem Kreise liegen, dessen Gleichung (1) ist, so sind folgende 
Gleichungen erfüllt: 
(2) ale? +yuy)+2a,2, +20,4y,+0,=0. 
(r Er 0, l, 2, 3) 
Da die a nicht alle verschwinden, so folgt, daß die Determinante 
i T + Ys Los Yy: 
G? HN Ts Hs 
Gs Sp S Eos Yas 1 
T EY Ty Yy 


pa y 


gleich Null ist. 

Umgekehrt läßt sich, wenn D = ıst, durch die vier Punkte 
(z, y) ein Kreis legen. 

Läßt sich durch die vier Punkte eine Gerade ziehen, so brauchen _ 
wir nichts weiter zu machen, da die Geraden als Kreise gelten. 

Liegen 2. B. (29, Yo) &, 4) (Zar Ya) nicht in gerader Linie. 80 
sind in D die drei ersten Zeilen unabhängig und die letzte ist eine 
lineare Kombination von ihnen. Denn es ist 


To Yo 1 
a ES 63 E S) 
eE ETA. 


und D = 0. \ 
Stellt nun (1) den unbeschriebenen Kreis des Dreiecks (x, yo) 
(21, Ah) (To 1) dar, so liegt auch (r,, y) auf diesem Kreise. Denn 
die vierte der Gleichungen (2) ist eine Folge der drei ersten. 
D=0 ist also die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß die vier Punkte (x, y) auf einem Kreise 
liegen. i 
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Wir wollen jetzt D mit 
| 1, — 2 to — 2%» Tot + Yo? 
SD _! 1, — 22, — 2, BEN 

l, — 20, = 2 Yz % + Yo? 

1, — 22, — 2 Ygs % FY 
multiplizieren. Die (r-+1)% Zeile von D liefert mit der (s+ 1)" Zeile 
von —4D das Produkt 

u. +y?— 22,0, — 29,9, + T + y? 
g (z, — g) A (y, 2 Y) = RER 
Dabei bedeutet d,, die Entfernung der Punkte (x, y,) und (@,, Y): 
Wir finden also, wenn wir 


di3 = dy, = b, 
dis = d; = bz, 


setzen, 
—4D = 


oder (vgl. $ k 


= (a b, + a, b + ag by) (a,b, H ag bg — a b) 

X (2 b + a b; — d, b,) (a bi + a bg — ay bs). 

Soll nun D = 0 sein, so muß wenigstens einer der vier Faktoren, 

in die wir 4D? zerlegt haben, verschwinden. Wir können aber auch 


sagen, daß wenigstens einer der drei letzten Faktoren Null sein 
muß. Wenn nämlich 
i a; bi + a by + a bg = 0 
ist, so ist 
a b = a b, = a, ba = 0. 


Dann sind also überhaupt alle Faktoren gleich Null. 
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u — — ——o[ßT 
In dem Viereck, das die vier Punkte («,, y,) bestimmen, gibt 

es drei Paare von Gegenseiten,! 


Gb Mr bai ad 

% bi; @ by, agb, sind die Produkte der Gegenseiten. Von 
diesen Produkten ist also eins gleich der Summe der beiden andern. 
Das ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
vier Punkte auf einem Kreise liegen. ` 

Solange man vier verschiedene Punkte hat, kann nur einer 
der vier Faktoren von 4D? gleich Null sein. Unter den drei 
Produkten von Gegenseiten ist also nur eins gleich der Summe der 
beiden andern. 

' Dies ist der Satz von E den der Leser aus der 
Elementargeometrie kennt. 

Für den Fall, daß die vier Punkte in gerader Linie liegen, 
ist er identisch mit der sogenannten Eunerschen Identität. 


§ 145. Fünf Punkte auf einer Kugel. 

Die Gleichung einer Kugel lautet in rechtwinkligen Koordinaten 
(1) m (2? -+ y? +3) +20 a y+2,2 +0, [= O. 

Die a sind Konstanten und a,, @, @,, a, nicht alle Null. 

Die Ebene wollen wir hier auch als Kugel ansehen (mit. un- 
endlich großem Radius). 

Wenn fünf Punkte 

(Eos Yo» Ro) ++ > (z4: Ygs Zy) 
auf der Kugel (1) liegen, so gelten die fünf Gleichungen 
(2) m (w + Yy + x, + 2a,2, +2,49, +2,%,+09,=0. 
m= 0,.1, 2, 3, 4) 
Aus ihnen folgt, da @,, @, @,, a, nicht alle Null sind, 


mah aE  Yorc Xor 1 
Hy kan mn Ao Ao l 
D= Paa tm; Cas Yas Žas 1 
z+ Y’ te Rn) Tg y Ya» Xg , 1 
+ + 2 Tas Ys , Ar 1 
Umgekehrt läßt sich, wenn D= 0 ist, durch die fünf Punkte 
(2, Yn 7% „) eine Kugel legen. 


1 Ein SRA hat sechs Seiten. Man kann nämlich auf sechs Arten 
zwei der vier Punkte geradlinig verbinden, 
Kowaukws&t, Doterminanten 23 
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Befinden sich diese Punkte alle in einer Ebene, so ist sie die 
gewünschte Kugel. 

Liegen z. B. die vier ersten Punkte nicht in einer Ebene, 
šo ist 
Wa rY | 
ya l 
a Y R l 
|z; Ys ža 1 


Dann läßt sich die letzte Zeile von D als lineare Kombination der 
vier ersten Zeilen darstellen, und von den Gleichungen (2) ist die 
letzte eine Folge der vier ersten. 

Wenn also (1) die dem Tetraeder 


(Eos: Yor Zoli + ++: (E37 Ysy Za) 
unsehtichene Kugel darstellt, so liegt auf dieser Kugel auch der 
Punkt (%4, 44, Za) 

D=0 ist also die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß die fünf Punkte (£, y,, #,) auf einer 
Kugel liegen. 

Wir wollen diese Bedingung so umformen, daß in ihr nur die 
gegenseitigen Entfernungen der fünf Punkte vorkommen. 

Zu diesem Zweck bemerken wir, daß 

l, - 2, — 2Y» — 2%, + yo F 
1, —2, —2y, — 2% a +y°+ PAG 
8D=|1, 2m, —-2y, — 2%, m ty tR 
1,20, 0-29, 2a, BA EY HR 
1, —-2%, ~ 241.29 22 + y? +2 
ist 

Die (r +1)" Zeile der Determinante D liefert mit der + ja 

Zeile der Determinante 8D das Produkt 


T, EA To EE AE E 2, + (z Aa E a +22 ) 
= (2, — 2) E Ur — Y) H td), 
d,, = d,, ist der Abstand der beiden Punkte (x, %,, x% (2 Ya %) 
Es wird hiernach 


Our | 
led, aa, 
8D? = dio din 0 dis GE 
aaa IAE 
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Das Verschwinden dieser Determinante ist die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, daß die fünf Punkte auf einer Kugel 
liegen. 


$ 146. Lineare Abbildungen. 


x, y seien rechtwinklige Punktkoordinaten in der Ebene Æ und 
x, y ebensolche Koordinaten in der Ebene &. 
Setzen wir 
(1) Mo kin | t= t p Yt y 
y= ač + pY F7 


und unterwerfen die Konstanten «œ, ß, y der. Bedingung 


a f 0 
“a Pa T: ; 
so wird durch die Gleichungen (1). eine Paarung zwischen den 
Punkten der Ebene Æ und den Punkten der Ebene © bewirkt. 

Jedem Punkt (x, y) wird nämlich durch die Gleichungen (1) ein 
Punkt (x, 9) zugeordnet, und zwar der, dessen Koordinaten gleich 
«s-t py +y bzw. wa F pay +7 sind, Umgekehrt gibt es zu 
jedem Punkt (x, y) einen Punkt (x, y), dem er vermöge der @lei- 
chungen (1) entspricht. Wegen’ der Bedingung (2) sind bei gegebenen 
% y die Gleichungen (1) nach z, y auflösbar. 

Man nennt eine solche Paarung zwischen den Punkten zweier 
Ebenen, wie sie durch die Gleichungen (1) vermittelt wird, eine 
lineare Abbildung. 

Die Abbildung (1) bewirkt auch eine Paarung zwischen den 
Geraden der Ebene Z und den Geraden der Ebene €. 

Den Punkten (x, 9) der Geraden 


ar+by+c=-0 (a, 6#0, 0) 
entsprechen die Punkte der Geraden 
as+byte=0, 


(2) 


wobei 
ai= a atab; 


(3) b = f a + fab, 
A E A e 
ist. Offenbar können a und b nicht beide Null sein, da aus 
are, | 
Aa+pß,b=0 
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wegen (2) 
ER, 
folgen würde. 
' Sind a, b, o gegeben, so lassen sich die Gleichungen (8) nach 
a, b, c auflösen, da die Determinante 


IM # 
von Null verschieden ist. Wenn a, b nicht beide verschwinden, so 
können auch a, b nicht beide Null sein. ; 

Die Abbildung (1) bewirkt also wirklich eine Paarung 
zwischen den Geradeı von W und denen von €. Sie ist, wie 
man sagt, eine Kollineation. 

Diese Kollinestion hat aber noch eine besondere Eigenschaft. 
Parallelen Geraden entsprechen parallele Geraden. 

Zwei Parallelen in der Ebene EZ lassen sich in der Form 

as+by+tc=0, as +by+d=0 
schreiben. a und b haben beidemal dieselben Werte, Aus (3) er- 
sieht man, daß dann auch a und b beidemal dieselben Werte haben. 
Die entsprechenden Geraden in & sind also parallel. Ebenso ergibt 
sich, daß zu Parallelen in & Parallelen in Æ gehören. 

P, P, seien zwei verschiedene Punkte in Æ und ®,, X, die 
entsprechenden Punkte in & Der Punkt P liege auf der Geraden 
P, P, und teile die Strecke P, P, nach dem Teilverhältnis 


Dann teilt der entsprechende Punkt P die Strecke P, V, 
nach demselben Teilverhältnis, d. h. es ist 
BP _, 
PR ; 
Die Koordinaten x, y von P drücken sich durch die Koordinaten 
t y, und z,, ya von P, und P, in folgender Weise aus: 


u eta e utt, 

FRE NT 
Hieraus folgt 

art + Bry Hyr + tl + fr Ya Hyr 
«£+ byty, = rT Beth riii feth 1), (r = 1, 2) 

d.h. 
Suttu Ei 
ng 1+t 1+t 
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es ist eine Invariante bei diesen Abbildungen. 
Die Punkte P, die auf der Geraden P, P, zwischen P, und P, 
liegen, sind dadurch charakterisiert, daß für sie 


P, P 
PB > 
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Das Teilverhältnis bleibt alis bei linearen Abbildungen erhalten, 


ist, P; P und PP, sind nämlich, wenn P zwischen P, und P, liegt 


und auch nur dann, gleich gerichtet. 


also Punkte P auf der Geraden P, Pj, für die 


ist, die also zwischen ®, und ®, liegen. 
Aus einer Strecke wird also bei einer linearen Abbildung wieder 


eine Strecke. 


Diesen Punkten entsprechen 


Daraus kann man folgern, daß ein Dreieck bei einer solchen 


Abbildung ein. Dreieck gibt. 
Seite mit der gegenüberliegenden Ecke verbunden. 
des Dreiecks gehört einer von diesen Strecken an, 


Wenn die Ecken des Dreiecks in Æ 


(ti Y) (2; Y) ( Y) 
sind und die Ecken des entsprechenden Dreiecks in € 


Man denke sich alle Punkte einer 


Jeder Punkt 


(tis 9); (tz; 9). (es 1a)» 
80 gelten für die Inhalte (einschließlich Vorzeichen) folgende Formeln: 

a yl t. Hı 

D=} u 1|, D=} t H 

s Y 1 i s ds 

Nun ist aber 

u d 1 | j %. A 1 y ßı 

u y Il 9 | æ, Ps 

| up 1 nr) 


mithin 


D = Da, — % fi). 


Bei einer linearen Abbildung multiplizieren sich alle 
Dreiecksinhalte mit der Determinante & Ba — & f der 
Determinante der Abbildung. 
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8147. "Inhalt einer beschränkten Punktmenge in der Ebene. 


Eine Punktmenge in der Ebene E nennt man beschränkt, wenn 
sich ein Dreieck ABC konstruieren läßt, das alle Punkte der Menge 
enthält. F 

Sind die Dreiecke 


(1) p A, B, C,, . 4z By Oss «ue Ap Bp Cp 


so beschaffen, daß jeder Punkt der Punktmenge wenigstens in einem 
von ihnen enthalten ist, so soll (1) ein äußeres Dreiecksystem 
der Punktmenge heißen. 

Wenn die Dreiecke (1) mit ihren sämtlichen Punkten der be- 
trachteten Punktmenge angehören und. nicht übereinander greifen,! 
so wollen wir sie als ein inneres Dreiecksystem dieser Punkt- » 
menge bezeichnen. 

Die Inhaltsumme eines äußeren Dreiecksystems nennen wir eine 
äußere Dreiecksumme, die Inhaltsumme eines inneren Dreieck- 
systems eine innere Dreiecksumme der Punktmenge. Dabei ist 
zu bemerken, daß wir hier alle Dreiecksinhalte positiv rechnen. 

Äußere Dreiecksysteme gibt es, wenn eine beschränkte- Punkt- 
menge vorliegt, immer, Z. B. ist ABC, das Dreieck, das alle Punkte 
der Punktmenge enthält, ein äußeres Dreiecksystem. Innere Dreieck- 
systeme. sind. stets vorhanden. Nehmen wir ‚z.B. irgend einen 
Punkt der Punktmenge und lassen mit ihm die drei Ecken eines 
Dreiecks zusammenfallen, so bildet dieses verschwindende Dreieck 
ein. inneres Dreiecksystem. : 

Die untere Grenze aller ABEREA Dreiecksummen nennt man 
den äußeren Inhalt, und die obere Grenze aller inneren 
Dreiecksummen den inneren Inhalt der Punktmenge. 

Da eine äußere Dreiecksumme offenbar nie kleiner sein kann 
als eine innere Dreiecksumme, so ist der äußere Inhalt entweder 
gleich dem innern Inhalt oder größer als dieser. 

Wenn der innere und äußere Inhalt gleich sind, so bezeichnet 
man ihren gemeinsamen Wert. als den Inhalt der Punktmenge und 
nennt die Punktmenge quadrierbar. 

M sei eine beschränkte Punktmenge in der Ebene E und sie 
liege ganz in dem Dreieck ABC. Wenn wir die in $146 be- 


- 1D, h, je zwei von diesen Dreiecken sollen höchstens Randpunkte gemein 
haben. Bei den äußeren Dreiecksystemen erlauben wir, daß sie übereinander 
greifen. ’ 
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trachtete lineare Abbildung anwenden, so entspricht der Punktmenge M 
eine Punktmenge M und dem Dreieck ABC ein Dreieck ABE in €. 
Da M in ABE enthalten ist, so ist M beschränkt. Eine be- 
schränkte Punktmenge wird also bei einer linearen Ab- 
bildung wiöder eine beschränkte Punktmenge. 

Da einem äußern Dreiecksystem von M ein äußerës Dreieck- 
system von M entspricht, ebenso einem innern Dreiecksystem von 
M ein inneres Dreiecksystem von W, so ist 


læ pa — „Puls und |æ; Ba — &, AS 


eine innere und eine äußere Dreiecksumme von M, wenn s und S 
eine innere und eine äußere Dreiecksumme von M bedeuten. 

Ist 3 der innere Inhalt von M, also die obere Grenze der 
Summen s, und S der äußere Inhalt von M, also die untere Grenze 
der Summen S, so wird 


[æ Ba — «@,ß,!s der innere Inhalt 
und iy 
|æ; Pa — æ, p |S der äußere Inhalt 
von M sein. 

Bei einer linearen Abbildung multipliziert sich also 
der innere und. auch der äußere Inhalt einer beschränkten 
Punktmenge mit dem absoluten Botreg der Determinante 
der Abbildung. 

Daraus können wir schließen, daß eine quadrierbare Punkt- 
menge bei einer linearen Abbildung quadrierbar bleibt, und daß sich 
ihr Inhalt mit dem absoluten Betrag der Determinante multipliziert. 
. Bei einer linearen Abbildung multiplizieren sich also 
alle Flächeninhalte mit demselben konstanten Faktor, 
nämlich mit dem absoluten Betrag der Determinante. 

Die Determinante 
“a Pi | 
æ, Éil 


läßt sich als die Funktionaldeterminante der beiden. Funktionen 


d 


wst hY tH at + PY +y 


ansehen. Der Betrag dieser Funktionaldeterminante ist nach dem 
Obigen der Quotient von zwei Flächeninhalten. 
Dieses Resultat werden wir im folgenden verallgemeinern. 
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8 148. Geometrische Bedeutung der Funktionaldeterminante 
von f(x; y) und g(x, y). 
f(z, y) und g(s; y) mögen in der Umgebung der Stelle (æy, %,) 
stetige erste Ableitungen 
ð ô 
3 = fl, Y) 3 = fh (z, Y), 


n 


PN i (E, Y) = F: = 9z (z, y) 


besitzen,! Außerdem sei an der genannten Stelle die Funktional- 

determinante 

D(z, y) = | hey) Ra 
| nE) aE) 


von Null verschieden. 

Wie wir aus $ 126 wissen, läßt sich um (z, y,) als Mittelpunkt 
parallel zu den Achsen ein Quadrat Q konstruieren, so daß f; fys 
9, 9% in Q stetig sind und außerdem 


í) hæ y) h (2, y) | 

neY) gev) | 
von Null verschieden ist, wo auch (x, y) und (a, y') in Q liegen mögen. 
Durch die Gleichungen 


z= fe, y) Y= g(x, y) 
wird jedem Punkt von Q ein Punkt (x, 9) zugeordnet.? Verschiedenen 
Punkten von Q entsprechen stets verschiedene Punkte (x, 9) Den 
Inbegriff der Punkte (x, y), die wir auf diese Weise erhalten, be- 
zeichnen wir mit ©. 

Wir sahen in 8126, daß jedem innern Punkt von Q ein 
innerer Punkt von © zugeordnet ist und umgekehrt. 

(@s 9,) sei ein innerer Punkt von Q und (x, y,) sein Bildpunkt. 
Ebenso sei (x, + k, 9, +k) ein innerer Punkt von Q und (x, + b, 
b, + sein Bildpunkte. Dann gelten Gleichungen von folgender 
Gestalt 

b = f @, yY) h + f (8, Y) k, 
E = g (8, y) h +g (t, y)k, 
wobei (x, y), («', y') Punkte in Q sind. 


1 œ, y betrachten wir als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene Æ. 
? y, betrachten wir als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene €, 
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Hieraus folgt, wenn wir 


9 = 9; (2, Y) j- fa Ts Yı) f; 
R=- g Wr n) t 


setzen, 
A j ha r+] h 9) fa (So A) ID 
9 (z, Y) 9 (£j; Yı) | | 9% (x, Y) Ia (Sis 9): 
Q= f (&: Y) fi (z, y) | h | f (t; Yı) fi (£, y) k 
HH): 1 y) AH) ACIE) 
oder 
(2) ss Y)hte, 
8 = Dia, Y)k+Pß. 


Dabei haben «, £ folgende Bedeutung: 


| AE a) hy) AM) 


h 
| 9 (@,y)— 9 (u Yi) I (xj Y) | 


h (E, Y) = hau) Aa) 
k = h ak; 
Ja (2y) — 9, (E DYA) Iai V) AM 
pa h (£ Y) fi (æ, y) — f (2); H) h 
9 C Y) 9 e, y) = N (ti; Yı) 
f (2; Yi) Ta (z, i Da (ti, Y) RR A 
N (zis Yı)» 9 (@, Ia (Cy Y) fa t fa j 


Wir wollen jetzt durch Parallelen zu den Achsen das Quadrat Q 
in n? gleiche Quadrate zerlegen und mit « die Maximalschwankung 
der Funktionen /,, fy; 9, 9, in den Teilquadraten bezeichnen. 

Wenn wir dann eine von diesen Funktionen in einem der n? Teil- 
quadrate betrachten, so differieren die Funktionswerte paarweise 
höchstens um ø. Aber in wenigstens einem Teilguadrat kommen 
bei wenigstens einer der betrachteten Funktionen Werte vor, die 
gerade um o voneinander abweichen. 

Wegen der Stetigkeit von f, fs, gs 9, können wir die Zerlegung 
so einrichten, daß ø beliebig klein wird. 

Es läßt sich ferner eine Zahl M so wählen, daß in dem ganzen 
Quadrat Q die Ungleichungen 


IA @, 9) =M ih, y)|5 M, 


gelt nen EM, nE, y| =M 
en. 
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t ; P j ee 
Wenn nun (z,, y) der Mittelpunkt des Teilquadrats 7 ist und 
(= +h, y, +k) ein anderer Punkt von 7, so sind die Determinanten 
&, æ Pi, Pa Ihrem Betrage nach höchstens gleich 2Mo. « und 8 
sind also ihrem Betrage nach höchstens gleich 4Mo0d, wenn wir 
unter 2 die Seitenlänge von T verstehen. 
Jetzt sei (x+ h, y +k) ein Punkt auf dem Rande von 7, 
d. h. es sei 
r|=6, |k|=0 
oder 
,l=06, |k|= 
Im ersten Falle ist 
Da) -4Mo)ö= |9] E Den] + 4M 
un i 
i s [R| S {Den +4Ma}ð, 
im zweiten Falle : 
I9] = {Dy )] ar. Ms}ö 


(Dæ n)|—-4Majð = |R] St Da,y)l+4Me}ö. 


Hieraus ersehen wir, daß der Punkt (x +- b, y + $ sicher nicht 
innerhalb des Parallelogramms liegt, das durch die Ungleichungen 
(3) RESNE en age 

8| S {|Den -4Me}o 
definiert wird,! und sicher nicht außerhalb des Parallelogramms, das 
durch die Ungleichungen 
(4) PEN 
i : (R EDA »Y)l+4Mo}ö 
definiert wird. 

Deutet man H; 8 als rechtwinklige Koordinaten in einer neuen 
Ebene, so definieren. die. Ungleichungen (8) und (4) zwei ‚Quadrate. 
Anderseits multiplizieren sich bei der linearen Abbildung 

= Ia (T) FEN kham)b : 

= ara a e an AE a 
alle Flächeninhaite mit dem absoluten Betrag der Determinante der 
Transformation, also mit |D(e,,y,)|- 

Daraus können wir schließen, daß ae Inhalt des Parallelo- 
gramp (3) gleich 


und 


1 D sei der kleinste Wert von |D (x, y)| in Q. Auf Grund der zu Anfang 
gemachten Voraussetzungen ist D>0. Wählen wir die Zerlegung so, daß 4M o 
kleiner als D ist, dann ist die rechte Seite der Ungleichungen (8) positiv. 
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40° (Deus) 4 Ma)’: De, 
ist und der Inhalt des Parallelogramms (4) gleich r 
40? (| Die, ,y)| + 4Mo)?:| Da s)|- 


Bezeichnen wir mit % die Punktmenge, die bei unserer Ab- 
bildung dem Quadrat 7 entspricht, so läßt sich leicht zeigen, dab 
alle Punkte des Parallelogramms (3) zu X gehören, und daß kein 
Punkt von © außerhalb des Parallelogramms (4) liegt. 

Dies ergibt sich aus folgender Bemerkung: 


Wenn der Anfangspunkt einer Strecke zu T gehört, der End- 
punkt der Strecke aber nicht, so gibt es auf der Strecke einen 
Punkt, der auf dem Rande von & liegt. 

Um dies zu beweisen, kann man das Boszanosche Halbierungs- 
verfahren benutzen. Man zerlegt die Strecke in zwei Strecken von 
gleicher Länge. Eine von diesen beiden beginnt mit einem Punkt, 
der zu © gehört, und endigt mit einem Punkt, der nicht zu € 
gehört. Diese Strecke halbiert man wieder usf. Man gelangt auf 
diese Weise zu einer Folge von Strecken, wo.-die (k 4+1)* immer 
eine Hälfte der kt" ist. Es gibt dann einen und nur einen P .akt, 
der allen Strecken der Folge angehört. Dieser Punkt ist sicher ein 
Punkt von T und’ kann anderseits kein innerer ‚Punkt von % sein. 

‘In dem Parallelogramm (8) gibt es einen Punkt, der zu © gé- 
hört, nämlich (x,, y) Wäre nun (x,, y,) ein Punkt: von’(3), der nicht 
zu © gehört, so müßte es auf der Verbindungsstrecke der Punkte . 
(xis D) ünd (x,, 9,) einen Punkt geben, der auf dem Rande von T 
liegt. Dieser Punkt: wäre von (zj, 9) und von (t, y,) verschieden. 
Denn (rg), 9,) ist ein innerer Punkt von T und (x,, i) gehört nicht 
zu %. Es müßte also im Innern des Parallelogramms (3) einen 
Randpunkt von © geben. Dies ist aber, wie wir "wissen, nicht 
der Fall. 

Daß es außerhalb des Parallelogramms (4) keinen Punkt (x, y) 
gibt, der zu X gehört, ergibt sich daraus, daß die Ungleichungen (4) 
immer gelten, sobald nur (x + k, y + k) ein Punkt von 7 ist (nicht 
nur für die Randpunkte von 7). i 

Man denke sich jetzt für jedes der n? Teilquadrate 7 die 
Parallelogramme (8) und (4) konstruiert. Dann ist jeder Punkt von © 
in einem der Parallelogramme (4) entbalten. Denkt man sich also 
jedes solche Parallelogramm durch eine Diagonale in zwei Dreiecke 
zerlegt, so hat man ein äußeres Dreiecksystem der Punktmenge D 
(vgl. § 147), 
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Anderseits bestehen die Parallelogramme (3) aus lauter Punkten 
von © und je zwei von ihnen haben keinen inneren Punkt gemein, 
weil zwei Teilquadrate 7 keinen inneren Punkt gemein haben und 
das Parallelogramm (3) ganz aus Punkten von % besteht. Denkt 
man sich also jedes Parallelogramm (3) durch eine Diagonale in zwei 
Dreiecke zerlegt, so hat man ‘ein inneres Dreiecksystem der Punkt- 
menge D. 

Wenn wir die Inhalte aller Parallelogramme (3) addieren, so 
entsteht eine innere Dreiecksumme, wenn wir die Inhalte der 
Parallelogramme (4) addieren, eine äußere Dreiecksumme von ©. 
Die innere Dreiecksumme lautet 

40° $| De, y)l-4M oe}? 
$ "S [D @, zul 


die äußere 
1 40° ID @uw)|+4Mo}? 
S= R AAEN 
ET o [DEn 
Für die Differenz beider Summen findet man 


401| D (n, 
S—-s=16Mo)3 ee = 16 Mo'4n? ð = 16 Moq. 


4n? ð? =q ist der Inhalt des Quadrats Q, Da wir durch 
passende Wahl von n die Zahl ç beliebig klein machen können, so 
läßt sich auch die Differenz S—s beliebig verkleinern. 

Eine äußere Dreiecksumme ist nie kleiner als der äußere Inhalt, 
und eine innere Dreiecksumme nie größer als der innere Inhalt 
(vgl. $ 147). Daher ist die Differenz zwischen dem äußeren und 
inneren Inhalt kleiner als S— s, also kleiner als eins Zahl, die sich 
beliebig herabdrücken läßt. Daraus folgt, daß der innere und der 
äußere Inhalt einander gleich. 

Bezeichnen wir den Inhalt von D mit q, so ist 


Be 


‘Lassen wir n unbegrenzt zunehmen, so wird lim ø = 0, also 
lim ($ — s) = 0 
und daher 
lim s = lim S = q. 
Nun ist offenbar 


JE 40 |D æ yo]? 
Sapen- Te 


eine Zahl, die zwischen s und S liegt. Infolgedessen ist bei un- 
endlich zunehmendem n auch 


lim $ 48?| Dle y) | =q. 
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Die linke Seite dieser Formel ist das über @ erstreckte 
Integral von !D(a,y)| und wird in der Integralrechnung mit 


[fipwn|azay 
Q 
bezeichnet. 


Wir sind also zu folgendem Resultat gelangt: 

Um den Inhaltg der Punktmenge © zu finden, hat man 
den absoluten Betrag der Funktionaldeterminante D(x, y) 
über Q zu integrieren, 

Nun ist aber nach dem sogenannten Mittelwertsatz für Doppel- 
integrale 


[fD dady = g| Déa), 
Q 


und (&, n) liegt dabei in dem Quadrat Q. 
Wir können also schreiben 


gaai ; 
y7 26, n)|- 


Lassen wir die Seite des Quadrats @ nach Null konvergieren, 
so wird 
lim = sy, limy = y 
und daher 


lim I = Day, Yo) l- 


In Worten läßt sich dieses Ergebnis so ausdrücken: 

Man konstruiere um (x,, Y) als Mittelpunkt parallel zu 
‘den Achsen ein Quadrat Q und unterwerfe es der Ab- 
bildung 

t= fy, Y =g) 
Dadurch erhält man eine Punktmenge &. Dividiert man 
den Inhalt! von © durch den Inhalt von Q und läßt dann Q 
auf seinen Mittelpunkt zusammenschrumpfen, so konman: 
giert jener, Quotient nach |D(a,, %)|- 

Vorausgesetzt wird dabei, daß D(z), 4) = 0 ist und da8 die 
abbildenden Funktionen f, g in der Umgebung von (x,, y) stetige 
erste Ableitungen besitzen. i 

Man kann den obigen Satz noch etwas verallgemeinern, indem 
man Q durch eine beliebige quadrierbare Punktmenge P ersetzt, die 
den Punkt (»,, y,) enthält und die man nachher auf (x,, yọ) zusammen- 
schrumpfen läßt. Der Beweis wird ganz ähnlich geführt. 


\ Dieser Inhalt existiert, wie wir sahen, sobald Q genügend klein ist. 
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Q sei das kleinste Quadrat, das um den Mittelpunkt (a, Yo) 
parallel zu den Achsen konstruiert ist und die Punktmenge P ent- 
bält.! Man zerlege wie oben Q in n? gleiche Teilquadrate T. Zu 
jedem Teilquadrat 7, das mit allen seinen Punkten zu P gehört, 
bilde man das zugehörige Parallelogramm (3). Teilt man diese 
Parallelogramme in Dreiecke, so entsteht ein inneres Dreiecksystem 
von ®, der Bildmenge von P. Ferner suche man zu jedem Teil- 
quadrat 7, das wenigstens einen Punkt von P enthält, das zu- 
gehörige Parallelogramm (4) auf. Zerlegt man diese Parallelogramme 
in Dreiecke, so gewinnt man ein äußeres Dreiecksystem von ®. 
Es bleibt dann nur noch zu zeigen, daß die Differenz zwischen dem 
äußeren und dem inneren Dreiecksystem bei unendlich zunehmen- 
dem n nach Null konvergiert. Für den Inhalt p von ® ergibt sich 
zugleich die Formel n 


p = [f| Diz y)|dzdy =p|D(&, m]. 
s 


(&, n) ist ein Punkt, der sicher in Q liegt. 
Wenn nun P auf (2), Yo) zusammenschrumpft, so tut Q dasselbe. 
Es wird also 
lim = z, limy =y 
und : 
lim? — = | D (2 Y) 


Bei dem hier a muß man folgenden Hilfs- 
satz benutzen, von. dessen Richtigkeit man sich sehr leicht über- - 
zeugen kann: 

Die Summe der Teilquadrate 7, die ganz in P Heer und die 
Summe der Teilquadrate 7, die wenigstens einen Punkt von P ent- 
halten, konvergieren, wenn n. unbegrenzt zunimmt, beide nach dem 
Inhalt der (als quadrierbar vorausgesetzten) Punktmenge P. 


$ 149. Flächentreue Abbildungen, 


Wir machen über f(x,y) und g (x,y) dieselben Voraussetzungen 
wie in § 148 und wollen untersuchen, wann die Abbildung 


t= fy), Y= g(x,y) 


(in Q) flächentreu ist. 
Damit meinen wir folgéndes. 


1 Das Folgende gilt, sobald P schon genügend zusammengeschrumpft ist. 
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eee p e a e e eee 

Es soll jeder quadrierbaren Punktmenge P in dem Quadrat Q 

(vgl. 8 148) eine Punktmenge P mit demselben Inhalt entsprechen, 

Lassen wir P auf einen Punkt (x, y) im Innern von Q zusammen- 
schrumpfen, 50 wird. 


lim} = | D(æ,y)j. 


Dabei ist p der Inhalt von P und p der Inhalt von %.. 
Da wir fordern, daß p =p sein soll,. so folgt 


| D (x,y)! =1, 
Es ist also in Q entweder überall 
Day=1 oder Day=-—1; 


denn D(x,,y) verschwindet in Q nirgends und kann daher nicht etwa 
an einer Stelle 1, an einer andern — 1 sein. 

Wenn umgekehrt in @ überall D (æ, y)= 1 oder überall 
D(a,y)=-—-1 ist, so wird 


p =a Dix, y} ddy = p. 


Die Abbildung ist also fiohentrou. 


& 150. aingi auf den Raum. 


Es macht keine Schwierigkeiten, die Betrachtungen des § 147 
auf den Raum zu übertragen. 

Um .den Inhalt einer ‘beschränkten Punktmenge P im Raume 
zu definieren, muß man mit Tetraedern. operieren. 

Ein System von k 'Tetraedern, in denen alle Punkte von® ein- 
geschlossen sind, heiße ein äußeres Tetraedersystem von Q. 

Ein System von’ k Tetraedern, die mit allen ihren Punkten 
zu ® gehören und nicht ineinander, eindringen!, heiße ein inneres 
Tetraedersystem ‚von $. 

Die Summe der Volumina eines äußeren Tetraedersystems 
wollen wir eine äußere Tetraedersumme, die Summe der 
Volumina eines inneren Tetraedersystens eine innere Tetraeder- 
summe von ® nennen. Dabei rechnen wir alle Tetraederinhalte 
positiv, 

Eine innere Tetraedersumme kann, wie man sich leicht über- 
zeugt, nie größer sein als eine äußere Tietraedersumme. 


— nn 


1! D, h, je zwei Tetraeder sollen keinen inneren Punkt gemein haben. 
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Die obere Grenze aller inneren Tetraedersummen von $ be- 
zeichnen wir als den inneren Inhalt, die untere Grenze aller 
äußeren Tetraedersummen als den äußeren Inhalt von P. Der 
innere Inhalt ist nie größer als der äußere Inhalt. Sind beide 
gleich, so heißt ihr gemeinsamer Wert der Inhalt von ®. 

w, y, x% seien rechtwinklige Koordinaten in einem Raume R, und 
Z, 4, 5 ebensolche Koordinaten in einem Raume R. Dann wird 
durch die Gleichungen 


t=wes+AytNn?t+h: 

Y= as + fY t ya% + e, 

g= Qt + Pay + Y3% + Ò, 
falls die Determinante 


4a A NM 
(1) % PR Ya 
w Bs % | 


nicht verschwindet, eine lineare Abbildung von R auf R vermittelt. 

Einer beschränkten Punktmenge P in R, die einen Inhalt hat, 
entspricht bei einer solchen Abbildung eine beschränkte Punkt- 
menge P in R, die ebenfalls einen Inhalt hat, und zwar ergibt sich 
der Inhalt von ® aus dem Inhalt von P durch Multiplikation mit 
dem absoluten Betrag der Abbildungsdeterminante, d.h. der De- 
terminante (1). 

fo, y, x), ga, 9 2), hæ, y, 2) mögen in einem Würfel W, der 
um (%, Yos %) als Mittelpunkt parallel zu den Achsen konstruiert 
ist, stetige erste Ableitungen besitzen. Außerdem sei an der Stelle 
(©, Yos %) die Funktionaldeterminante 


Or AR an | 
oz dy -âx f É h 
ðg ôg g 

2a) FE a alla A % 
on an âh) IM 
oz y, 0% 


von Null verschieden. Dann läßt sich der Würfel W so verkleinern, 
daß die Determinante 


hE, Y, RE 4:2) h@, Yirg) 
Un (@, y ’ Iz @, yy Z ) 9 (@ »Y, X) 
| h (z, Y 25 z’) hy (0%, y Eh z”) ha («", Y“, x”) 
von Null verschieden ist, wie auch die Punkte 


%“) 
x) 
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l h A (Eyr Er yy) 
in W liegen mögen. 

Hat man dies erreicht, so werden verschiedenen Punkten von W 
durch die Gleichungen 

=f y x), Y =g, y z), g= hla y 2) 
stets verschiedene Punkte (x, Y, 4) zugeordnet. 

Nun sei P eine Punktmenge, die in W enthalten ist und einen 
Inhalt hat, den wir mit p bezeichnen wollen. Ihr entspricht ver- 
möge unserer Abbildung eine Punktmenge P, die ebenfalls einen 
Inhalt hat. Nennen wir ihn p, so ist 


p = [Sf 1D y, %)| dædy dz. 
P 


Der. Beweis wird nach dem Muster von § 148 geführt, 
Lassen wir P auf einen Punkt (x, y, x) zusammenschrumpfen, 
der im Innern von W liegt, so wird 


lim 2 = Die, y, x)|. 
Die Abbildung ist volumentreu, wenn 


; | D(x, y, z| =1 
ist, 


Siebzehntes Kapitel. 
Determinanten von unendlicher Ordnung. 


8151. Definition und allgemeine Eigenschaften. 


Wir betrachten ein doppelt unendliches Schema von folgen- 
der Art: 


ar Gs. us 

Bl r EE U REAS 
(1) 21 C23 %s 

a 


Wenn die Determinante 


| hi Gs t, | 
å = | Dinas Aan 

SA 

91 Ans Aan 


Kowaukwakt, Dotorminanton 24 
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bei unendlich zunehmendem n einem Grenzwert A zustrebt, so 
schreiben wir 

[an Ga Gy en. 

iain TE 

| ay Gy gg + 

| 
und nennen A eine Determinante von unendlicher Ordnung oder 
kurz eine unendliche Determinante. Natürlich braucht lim A, 
nicht zu existieren. Das sieht man an den Beispielen 


NE ae —1 0 0 
VE ns 0 —i 0 
003 0 0 —1 


wo A, =n! bzw. A, = (— 1)" ist. 
Wir wollen jetzt annehmen, daß A existiert und einige Eigen- 

schaften feststellen, die sie mit den endlichen Determinanten teilt. 
1. Die Determinante A ist gleich ' 


iit Asr. Oa | 
aio Ayg Ay | à 
å: ty | 


d.h. man darf die Zeilen zu Spalten machen, ohne daß sie ihren 
Wert ändert: 

2. Wenn man in A zwei Zeilen vertauscht, so multipliziert sich 
A mit — 1. 

Geht das Schema 
| bii Dia bis 


(2) 


aus (1) durch Vertauschung zweier Zeilen hervor, so ist bei 
genügend großem n 


bi dia +++ dm |an as An 


B,= Day Das -e ban E e M ar E REN A ES 


Bad b 9,1 nn 
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und daher 
lim B, =— 4. 

Folgerung. Wenn in A zwei Zeilen übereinstimmen, so 
ist A = 0. 

3. Multipliziert man in. A alle Elemente einer Zeile mit A, so 
multipliziert sich A mit å. 

Entsteht (2) aus (1) dadurch, daß man alle Elemente einer 
Zeile .mit dem Faktor A versieht, so wird bei genügend großem n 
B, =14,. 

also 
; lim B, =A4, 
Wenn in dem Schema (1) eine ganze Zeile aus Nullen besteht, 
so ist bei genügend großem n 
Yon 0 3 
- mithin auch 
im4,=4=0. 

Eine unendliche Determinante mit einer Zeile Nullen existiert 
also immer und ist gleich Null, 

4. Multipliziert man in A die Glieder der ersten Zeile mit ?,, 
die der zweiten mit A,, die der dritten mit A, usf., so multipliziert 
sich A mit dem Faktor 

dd = lm(A dr. A), 
vorausgesetzt, daß dieser Grenzwert existiert, 

Nehmen wir an, daB die rt Zeile von (2) aus der r*? Zeile 
von (1) entsteht, indem man überall den Faktor A, hinzufügt, so 
ergibt sich 

Dim. A e h AF 
also 
lim B, = A lim (å, 4... 2n) = AL Ad... 

5. Addiert man zu den Elementen einer Zeile die mit A multi- 
plizierten entsprechenden Elemente einer anderen Zeile, so bleibt A 
ungeändert. 

Bei genügend großem n ist nämlich 

B, = Ay: 

Die Sätze 2—5 gelten wegen Satz 1 auch für die Spalten. 

H. v. Kocu hat eine Klasse von Determinanten unendlicher 
Ordnung bezeichnet, die existieren. 

Um uns bequemer ausdrücken zu können, schreiben wir das 
Schema (1) in der Form 

24* 
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1er % &3 
(1) 0, 1 + Css C23 
03] % 140... 


und bezeichnen die Determinante, deren Elemente in den n ersten 
Zeilen und Spalten von (1%) stehen, mit D,. 
Dann gilt folgendes Theorem: 

Wenn die unendliche Reihe 


(8) Gr + Gia + Ca F Gs FO Feat. 


absolut konvergent ist, so existiert 


140) % 93 | 
(4) AA a e e a i Dar 
| Oa TR UE ATA 


H. von Kocm nennt solche unendlichen Determinanten Normal- 
determinanten. 

In der unendlichen Reihe (3) kommen alle o,, vor (r, s=1, 2, ...) 
und jedes nur einmal. Wir haben sie so aufgeschrieben, daß zuerst 
die Indizes die Summe 2, dann die Summe 3, dann die Summe 4 
haben usf. Es kommt aber auf die Reihenfolge der c nicht an, da 
wir fordern, daß die Reihe (3) absolut konvergent sein soll. 

Um den obigen Satz zu beweisen, betrachten wir das Schema 


BR Cis As: 
A T R A EREN 
(5) J Ozi C22 C23 

RR Pe E 


Eine Determinante wie 


| Ch kı Ôk, lT RALEN k, kn | 
f > [4 e.o Ck 
(6) | kek, Ck ka ke kn | (<< key KETKEN) 
N è 
Oky ki Ckn ke + Crn Kn | 


soll ein n-reihiger Hauptminor von (5) heißen: ` 
\ Die 1 wollen wir als den nullreihigen Hauptminor von (5) 
betrachten. 
Wir werden seben, daß die sämtlichen Hauptminoren von (5) 
gerade die Summe lim D, haben, so daß also die Determinante (4) 
gleich der Summe aller Hauptminoren von (5) wird, 
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Um zu erkennen, daß die Hauptminoren von (5) überhaupt eine 
Summe haben, betrachte man einen »-reihigen Hauptminor wie (6). 
Er ist eine Summe von z! Gliedern der Form 


E Ckir Okang e e- Crp xp 
wobei %, #5 ++, #%,. eine Permutation von k,, kọ, +.., k, bedeutet. 
Der absolute Betrag von (6) ist also nicht größer als 
(7) SIE Elle edel, 
Die Summation erstreckt sich über alle Permutationen von 
kis Kas ees ku Setzt man 
=D|e,| r+s=%N) 


und nimmt N genügend groß an, so kommen in der ausgerechneten 
nt Potenz von sy alle Glieder der Summe (7) vor, und zwar multi- 
pliziert mit dem Faktor n!, wie man aus dem polynomischen Lehr- 
satz entnehnien kann. 

Die Summe (7) ist also ein Bestandteil von 

syn! 

Die Summen (7), die zu zwei verschiedenen n-reihigen Haupt- 
minoren gehören, haben offenbar keinen gemeinsamen Summanden. 

Nehmen wir daher irgend eine Anzahl von solchen Haupt- 
minoren, so wird die Summe ihrer absoluten Beträge nicht größer 
als sy": n!'sein, falls‘ wir nur N hinreichend groß wählen. Nun ist 
aber nach Voraussetzung die Reihe 

lonl t [ialt lon]. 
deren Glieder die sämtlichen |c,,| sind, konvergent. Nennen wir 
ihre Summe s, so haben wir 
sy= S. 

Die Beträge beliebig vieler n-reihiger Hauptminoren sind daher zu- 
sammen nicht größer als s":n! Die Beträge aller n-reihigen Haupt- 
minoren von (5) bilden also eine konvergente Reihe, deren Summe 
nicht größer als s”:n! sein kann. 

Da nun die Reihe 


s $? CH 
aa aE arag AAE 


konvergiert, so ist die Reihe, die man aus allen Hauptminoren von 
(5) herstellen kann, absolut konvergent. 

Diose Reihe der Hauptminoren von (5) lautet aber, wenn wir 
gewisse Zusammenfassungen unter ihren Gliedern vornehmen, so: 


(8) D,+(D, -D)+D,-D)+... 
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Nach $ 53 ist nämlich 


Loy. Ogeinsuel AS 
D=| n 1: Gm 
k , 
CA Ole EESE Rn pa 


gleich der Summe aller Hauptminoren der Determinante 


Ci a2 e Cin 
Cay C ... . 
= 21 722 2u 
0o =| ; 
Gni On2 Hiara Can 


wobei 1 und C, selbst mitgerechnet werden müssen, 1 als null- 
reihiger und, C, als n-reihiger Hauptminor. 


D, — D,., ist also die Summe der Hauptminoren, die in G, 
aber nicht in C _, vorkommen, Ausführlich. geschrieben lautet also 


n-1 


die Reihe (8) so: 


040 
u a 
+0, + (m JR 5; | 
o1 el) 
[4 [A Cr 
1 Ca Cis 
| Ca 9s | Egg © 
+ | Css T] E +| ea % Caj ptes 
Osy Ogg | C33 0sg 


Og 9a 85 

Die Summe der n + 1 ersten Glieder in (8) ist gerade D, Da 
die Reihe konvergiert, so existiert lim D,, und wir erkennen zu- 
gleich, daß lim D, gleich der Summe aller Hauptminoren von (5) ist. 

Wenn man überhaupt alle Minoren von (5) betrachtet, nicht 
nur die Hauptminoren, so bilden auch sie eine absolut konvergente 
Reihe. Die Beträge irgend einer endlichen Anzahl von n-reihigen 
Minoren sind nämlich zusammen kleiner als s":n!, wobei s dieselbe 
Bedeutung hat wie oben. Daraus und aus der Konvergenz der Reihe 
I(s":n!) folgt aber, daß die Reihe aller Minoren von (5) absolut 
konvergent ist, 

Ersetzt man in einer Normaldetermmante die Glieder einer 
Zeile durch Zahlen, deren Beträge unterhalb einer festen Grenze 
liegen, so hört die Determinante nicht auf. zu existieren. 

Handelt es sich z. B. um die r' Zeile, so vertausche man zu- 
nächst die rt Zeile mit der ersten und zugleich die rt Spalte mit 
der ersten. Dabei bleibt die Normaldeterminante offenbar eine 
Normaldeterminante und man hat den obigen Satz für die erste 
Zeile der neuen Normaldeterminante zu beweisen. 
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Wir wollen also in der Normaldeterminante 


[j 

1+oi 6 GE ! 
0 lto- Cay 

| Ca) Csa Ite -| 

i 


die erste Zeile durch 
LH as %, gy 
ersetzen und dabei annehmen, daß alle a, ihrem Betrage nach kleiner 


als a sind. 
Es kommt darauf an zu zeigen, daß die Determinante 
Ihe a 2.0.0 
Die Ich 5. 005 
Cal Cne l an 


einem Grenzwert zustrebt. B, ist aber gleich der Summe aller 
Hauptminoren von 
a, My oeo Qa 


Osi Cag -e Orn 


| 
Cat Capt Can | 
Diese Hauptminoren zerfallen in zwei Klassen: 
1. Solche, die zugleich Minoren von 
Cog Cog +“ Can 


C3 Ogg +++ Can 


sind. Ihre Summe heiße B. 
2. Solche, die das Element a, enthalten. Ihre Summe heiße B”. 
Wir wissen nun aus dem Öbigen, daß die Hauptminoren von 


Oii ar gr e 
sry Ozz» Oggy es: 
Oyyy Oggs Oggi eee 


eine absolut konvergente: Reihe bilden. Daraus folgt, daß lim 2,’ 
existiert, 
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Betrachten wir anderseits alle p-reihigen Hauptminoren der 
zweiten Klasse, so ist leicht zu erkennen, daß die Summe ihrer Be- 
träge kleiner als 

a se! 
(p — i)! 
ist, wobei s wie oben die Summe aller |c,,| bedeutet. 
Da die Reihe 
ze 
konvergent ist, so folgt, daß lim B,” existiert. 
Es existiert also auch 


lim B, = lim B; + lim B,“. 


Der oben bewiesene Satz läßt sich noch verallgemeinern. Man 
darf in einer Normaldeterminante, ohne daß sie zu existieren auf- 
hört, ‘die Elemente von p Zeilen durch Zahlen ersetzen, deren Be- 
träge unterhalb einer endlichen Grenze liegen. Dasselbe gilt für 
die Spalten.! 


& 152. Beispiel einer Normaldeterminante. 


Eine Normaldeterminante, die sich berechnen läßt, ist z. B. die 
folgende: 


1 1 1 
1+ 12.1? EETU 12.82 
1 1 1 
22.12 1+ 22.23 32.8? 
1 1 1 
88. 1% 32.2? 1+ BEBEL Hn 


anii 
Daß es wirklich eine Normaldeterminante A, folgt aus der Kon- 
vergenz von X jc,,|. Man hat hier nämlich 

1 


„= 
rs r? g? 


und Æc,, entsteht durch Multiplikation der konvergenten Reihe 
Z'1/r? mit sich selbst. 

Nach $ 151 ist die obige Normaldeterminante gleich der Summe 
aller Hauptminoren von 


1 Die in diesem und den folgenden Paragraphen bewiegenen Sätze finden 
sich in einer Arbeit von CazzanseA (Annali di matematica 1897). 
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SEE 
1 1 -1 

ES EV eg ne 


1 1 1 
Dr onr g3" 

1 1 1 
gr.12 > gr ang en 


Nun sind aber alle mehr als einreihigen Hauptminoren gleich Null. 
Also wird die Determinante gleich 


1 ; 1 1 1 
ETAri u a E a ei 


$ 153. Die Minoren der Normaldeterminanten. 
Wir wollen in der Normaldeterminante 
I ren Cig Ö3 e] 
(1) | a los C | 
| ĉa) GA ER 
p Zeilen und p Spalten streichen. Es läßt sich zeigen, daß dadurch 
die Existenz der Determinante nicht zerstört wird. Die neue De- 
terminante möge ein pt" Minor oder eine p Unterdeterminante 
von (1) heißen. 
Sind 7, fs, ++. r, die Indizes der unterdrückten Zeilen und 


Si 33, ++, Sp die der unterdrückten Spalten (beide der Größe nach 
geordnet), so soll der betrachtete Minor kurz mit 


(2) I T: aR 
Si 8 ... 8 

bezeichnet werden. 
Ersetzen wir in der »,' Zeile von (1) alle Elemente durch 
Null und nur das Element, das der s, Spalte angehört, durch 1, 
so entsteht, wenn wir dies für k=1,2,...,p machen, eine Determi- 
nante, die nach § 151 (Schluß) existiert. ‘Sie ist aber nichts anderes 
als der Minor (2), multipliziert mit (— 1)n+- +» +a+...+®%, Damit 
ist die Existenz dieser Minoren bewiesen. Dies kann aber auch 
ohne Zuhilfenahme der. Schlußbemerkung in 8 151 geschehen. Die 
p% Minoren einer Normaldeterminante sind, wie man ohne weiteres 
sieht, wieder Normaldeterminanten. Die Hauptelemente von (1) sind 
nämlich mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen auch Haupt- 
elemente des Minors (2). Man muß aber, um zu prüfen, ob (2) eine 
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EEE ist, von allen Hauptelementen der Determi- 
nante (2) die Einheit abziehen und zusehen, ob die Elemente der 
neuen Determinante eine absolut konvergente Reihe bilden. Diese 
Reihe ist, abgesehen von einer endlichen Anzahl von Gliedern, in 
der Reihe ®%v,, enthalten. 


Außer den unendlichen Minoren von (1) werden auch endliche 
Minoren betrachtet, wie z. B. der Minor, ‘dessen Elemente in den 
Zeilen r,,r,,...„r, und in den Spalten s,,s,,...,s, stehen. Ein 
solcher Minor heißt ein Minor pt Ordnung, und man bezeichnet 
u r 


ihn überdies als das Komplement von | und nennt 


Si Sa -ee Sp 


ANARIN E A . . 
auch [ 153 2 das Komplement jenes Minors pt" Ordnung. 
8. .$ 
1 "2 p 
Man muß also unterscheiden zwischen einem p®" Minor and 
einem Minor pt“ Ordnung. 


& 154. Darstellung einer Normaldeterminante als Summe 
unendlicher Produkte. 


fjs sT. «. seien die Zahlen 1,2, 3,... in einer andern An- 
ordnung. Wann die beiden Folgen von einer bestimmten Stelle 
an übereinstimmen, so soll r,,r,,r,,... eine Permutation von 
1,2, 3,... heißen. Man erhält also glle Permutationen von 1,2,8,..., 
indem man die n ersten Glieder in 1,2,3,... permutiert und dies 
für n = 1, 2, 3,... macht. Dabei sind für n>1 die Permutationen 


auszulassen, bei denen n an der n"! Stelle steht. 


Die Permutationen von 1,2, 3,... ergeben sich bei diesem Ver- 
fahren in einer bestimmten Reihenfolge: 


Dabei haben wir die Permutationen von 1, 2,...,nlexikographisch 
geordnet, d. h. zuerst nach dem ersten Element, dann in jeder 
Gruppe mit demselben ersten Element nach dem zweiten usw. 
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Bei der obigen Definition ist z. B. 
251,48, Bd... 
keine Permutation Denn diese Folge stimmt nicht von einer be- 
stimmten Stelle ab mit 1,2, 3,... überein. 

‚Jede Permutation von 1, 2, 3, ... entsteht aus 1,2, 3,... durch 
eine endliche Anzahl von Transpositionen, d. h. von Vertauschungen 
zweier Elewente. Die Anzahl dieser Transpositionen. ist entweder 
immer gerade oder immer ungerade, je nachdem die Permutation eine 
gerade oder ungerade Anzahl von Derangements aufweist (vgl. § 6). 
Dementsprechend zerfallen die Permutationen von 1,2,3,... in 
zwei Klassen, in gerade und ungerade, 


Jetzt sei 
aii Qis 9: 
Ae N a Aas ETag 
aa 


eine Normaldeteriminante (vgl. § 151) und 
EL e 


eine Permutation von 1, 2, 3,... Dann läßt sich zunächst zeigen, 
daß das unendliche Produkt 
Ar Mr An, +» 
absolut konvergent ist, 
Es gibt nämlich einen Index p, so daß für n >p 


ren, also Onr = Ann 
ist, 


Da A eine Normaldeterminante sein soll, so konvergiert, wenn wir 
a, 1 110 und Ora Sr ea r =s) 


setzen, die Reihe o absolut. Dasselbe gilt also von der Reihe 
% + Cy + H e und von dem Produkt 
(1 + on)(l F eoat F o) H oo 
ebenso von 
(+ 041, prli 4 Opa, pts) 
und von 
An Br "ar, ... 
Wir wollen unter 
Bgn (ris Tas ty .) 


1 Vgl. meine „Grundzüge der Diferential- und Integralrechnung“, $. 318. 
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die positive oder die negative Einheit verstehen, je nachdem 
Tis as gs... eine gerade oder ungerade Permutation ist, und das 
mit sgn (ri, Tas rgs : > .) multiplizierte Produkt air, @a,, Qg,, - . . mit 
Pr), 73,735...) bezeichnen. 

Bilden wir nun alle Br, 3, 73, - . .), wie sie den Permuta- 
tionen (1) entsprechen, so ist ihre Summe gleich der Determinante A. 
Die Br), r,, Tg,» . .) bilden nämlich eine absolut konvergente Reihe 
mit der Summe A. 

Um dies zu beweisen greifen wir auf $ 151 zurück. Dort sahen 
wir, daß A die Summe aller endlichen Hauptminoren von 


(m Cias gr + 


(2) Cars Caas Cogs => 
=) 
Osi 0333.0333 è 


ist (die 1 mitgerechnet). Diese Hauptminoren bilden, wie sich zeigte, 
eine absolut konvergente Reihe, und aus 8 151 geht hervor, daß 
diese Reihe auch dann noch absolut konvergent bleibt, wenn wir 
jeden Hauptminor in seine Glieder auflösen. 

Betrachten wir nun alle Br, ,r,,r,,...). bei denen die Folge 


"par, "ppo, ++ Mit p +1, p +2, ... identisch ist, so lautet ihre 
Summe 
N f, bA j* X p 
oa Bar, oaa G DER bar aeai Ia Ain an aet Airy. 


Sie ist also gleich 
SA Apipi pt App "o 
wobei wir 
11 Araia ^p | 


1 WR Ag Og +++ 3p 


pa sete Qop 
gesetzt haben. 

Da eo, absolut konvergent ist, so wird bei unendlich gu- 
nehmendem p 

lim (a, 41,741 Gtp) = L, 
also ; 
lim fA, a, 11,941 pta ppe jmd, Im A. 

Um zu erkennen, daß die Pr), r,,?,,...) eine absolut kon- 

vergente Reihe bilden, daß sie also in beliebiger Reihenfolge die 


Summe A geben, bedenke man, daß 


Apti ptl ptp tts 
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seinem Betrage nach nicht größer ist als 
P= (1 + jol) (E + [ol Hal 
Die Reihe der endlichen Hauptminoren von (2) bleibt, wie wir wissen, 
auch dann noch absolut konvergent, wenn jeder solche Minor in 
seine Glieder aufgelöst wird. Ersetzen wir jedes dieser Glieder durch 
seinen absoluten Betrag, so entsteht also eine konvergente Reihe, deren 
Summe wir S nennen wollen. Die oben betrachteten $ ùri, ras "4, -- +) 
d. h. diejenigen, bei welchen für n>p immer r,=n ist, haben 
dann eine Betragsumme, die kleiner als PS ist. Man sieht das 
sofort, wenn man beachtet, daß 
i Dj lanaan-- prp) < S 
ist. 
Damit haben wir die Formel 
DE HT EL ELSE LTR 
bewiesen, die uns zeigt, daß eine Normaldeterminante sich in 
ähnlicher Weise als Summe von Produkten der Elemente darstellen 
läßt, wie eine endliche Determinante. Aus Satz 1 in $ 151 geht 
hervor, daß auch 
BEN UL LEERE NE 
ist. Beide Male erstreckt sich die Summation über alle Permuta- 
tionen von 1,2, 8,... 

Wenn man in einer Normaldeterminante alle Elemente einer 
Zeile oder alle Elemente von p Zeilen (oder p Spalten) durch Zahlen 
ersetzt, deren Beträge unterhalb einer endlichen Grenze liegen, 80 
entsteht, wie wir aus § 151 wissen, eine unendliche Determinante, 
die existiert. 

Es ist nicht schwer, den obigen Beweis auf diese Determinante 
zu übertragen. 


& 155. Entwickelung einer Normaldeterminante nach den 
ülementen einer Zeile. 


Die in 8 154 definierten Glieder $ (r), t3, 75, . - .) einer Normal- 
determinante bilden, wie wir sahen, eine absolut konvergente Reihe. 
Bei einer absolut konvergenten Reihe darf man aber die Glieder 
beliebig gruppieren und die Glieder jeder Gruppe zu einem einzigen 
Gliede zusammenfassen, ohne daß die absolute Konvergenz aufhört 
und die Summe der Reihe sich ändert. Die einzelnen Gruppen dürfen 
auch unendlich viele Glieder enthalten. Es muß nur dafür gesorgt 
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werden, daß jedes Glied der ursprünglichen Reihe in einer und nur 
einer Gruppe vorkommt. 
Diese Bemerkung wollen wir auf die. Reihe 


de IB rt.) 


anwenden, um A nach der kt Zeile zu entwickeln. Jedes $ ent- 
hält, wie man an dem Ausdruck 


Per; Tas far» ..) = sgn (r 19 fay ’ay ** .) Alin Ar l8r 

sieht, ein und nur ein Glied aus der k™ Zeile, nämlich ayn. Wir 
können also die P in der Weise gruppieren, daß wir alle ®, die 
aus der kt" Zeile dasselbe Glied enthalten, in eine Gruppe werfen. 
Jedes P gehört dabei einer und nur einer Gruppe an. Da wir die 
Permutation r,,7,,73,... stets so wählen können, daß r, =! ist 
=1,2,...), so gibt es zu jedem Element der kW“ Zeile eine 
Gruppe. 

Die Glieder der zu «a,, gehörigen Gruppe bilden wegen der 
absoluten Konvergenz von © $ (r), 7,, 73,...) eine absolut konvergente 
Reihe. Da die Determinante A eine Normaldeterminante bleibt, 
wenn man ein einziges Glied modifiziert, also z. B. durch 1 ersetżt, 
so können wir sicher sein, daß die betrachtete Gruppe von Gliedern 
auch nach Streichung des Kaktors a,, noch eine absolut konvergente 
Reihe gibt. Die Summe dieser Reihe heiße A,,- 

Dann ist 

A = yy Ar that: 
und die Reihe rechts konvergiert absolut. 

Dies ist die Entwickelung von A nach der kt Zeile. Nach 
Satz 1 in & 151 gibt es eine ähnliche Entwickelung nach der 
ka Spalte. . 

A, ist, wie man leicht erkennt, das mit (— 1)*+! multiplizierte 
Komplement von a,, in A. A, entsteht nämlich aus 4, indem man 
alle Glieder der k' Zeile außer a,, durch Null und a,, durch 1 
ersetzt (vgl. $ 151). ° Wir wollen A,, das algebraische Kom- 
plement von a,, nennen. 

Um die Normaldeterminante A zu berechnen, hat man also jedes 
Glied der xt Zeile mit seinem algebraischen Komplement zu 
multiplizieren und diese Produkte zu summieren, gerade so wie bei 
einer endlichen Determinante. 

Auch der allgemeine Larzaczsche Entwickelungssatz (vgl. $ 19) 
überträgt sich auf Normaldeterminanten. 

ki, kos... kp Seien p bestimmte Zeilenindizes (k, < k, < ... < kp} 


4 
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"Mulüpliziert man jeden Minor 
Akh Akne Ann | 


; a. REEI 
ayı Au klp |, ( < L, TREE la) 


| Qkph App es Akplp | 
der sich aus den Zeilen k,,A%y,...,%k, bilden läßt mit seinem 
algebraischen Komplement, so bilden‘ diese Produkte eine absolut 
konvergente Reihe mit der Summe A. Das algebraische Komplement 
des obigen Minors entsteht aus dem Komplement durch Multiplika- 
tion mit 3 

(lat Ahy 

Ersetzt man in der Normaldeterminante A die Elemente der 

itn Zeile durch die entsprechenden Elemente der kt Zeile (k = D, 
so ‚entsteht eine Normaldeterminante mit zwei übereinstimmenden 
Zeilen, die nach § 151 gleich Null ist. Entwickelt man sie nach 
der ¿"a Zeile, so ergibt sich 


apy Ani Fag Ayten =. 

Ersetzt man in A die Elemente der !t Zeile durch beliebige 
Zahlen %, Ug, tg, -.., deren Beträge unterhalb einer endlichen 
Grenze liegen, so ergibt sich (vgl. den Schluß von § 154) 

w An +A t o 

Machen wir u, gleich 0, 1 oder — 1, je nachdem 4, gleich 
-Null, größer als Null oder kleiner als Null ist, so wird die obige 
Reihe 

[Analt |A] t. 
und wir können sicher sein, daß sie konvergiert. 


& 156. Lineare Gleichungen mit nicht verschwindender Normal- 
determinante. 


Wir betrachten ein Gleichungssystem von folgender Art: 
a T + Gisa + Asty te = 
(1) y T, F Gog ta +. =, 
agı 2y F agg Za Hags Tg Hie o= bg’ 


Es besteht aus unendlich vielen Gleichungen und bezieht sich auf 
unendlich viele Unbekannte z., 2,, &,, .. 
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Wir nehmen an. daß 


B) ; 


a31 


| 
Ozi. Qoz. Gig gil 
32 | 

| 


Bi 
eine von Null verschiedene Normaldeterminante ist. 

Außerdem setzen wir voraus, daß alle b ihrem Betrage nach 
unter einer endlichen Grenze liegen, oder mit andern Worten, dab 
bi, by, dr... eine beschränkte Zahlenfolge ist. 

Derselben Bedingung unterwerfen wir die Folge m, z,, ty,- 
Dann sind die linken Seiten von (1) absolut konvergente Reihen. 

Wenn nun die beschränkte Zahlenfolge <, ,, 2, ... alle 
Gleichungen (1) erfüllt und A,, das algebraische Komplement von a, 
in (2) bedeutet, so ist nach (1 j 


A, 4 n E v + Aps% 72 Dz T Aps r3 Di SE anoue b,4A,, 


Wir wollen s festhalten und r die Werte 1, 2, 3, ... durch- 
laufen lassen, und die unendliche Reihe 


da at 


betrachten. Sie ist absolut kölverkäht, Da die x eine beschränkte 
Folge bilden, so genügt es, die absolute Konvergenz von 


F Ana rt 


zu beweisen. Setzt man aber 


rs 


. Qor = 1 sp Gyr 3 a,=6,(r= ) 
sgo ist 
|a| < 1 Hjo |an | = lonl 


und aus der Konvergenz von ®© |cpy| folgt, daß 
7 
2 | 4,; | 
konvergent ist. Außerdem ergibt sich 
A au (0 = Z| curl) 
HY 
Zieht man jetzt noch in Betracht, daß 


lAl F lAl lAs lt 


konvergiert (vgl. § 155), so ist die absolute Konvergenz von Ana Mi 
bewiesen. 
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Bei einer absolut konvergenten Reihe bleibt, wie wir wissen, 
die Konvergenz und die Summe erhalten, wenn die Glieder irgendwie 
gruppiert werden. 

Fassen wir in >)4A,,a,,», alle Glieder zu einer Gruppe zu- 

rt 


sammen, die demselben Index r entsprechen, so ergibt sich 
>> (Dar: 2) A, = DA, 


Fassen wir dagegen alle Glieder zu einer Gruppe zusammen, die 
den Index ¿ gemein haben, so finden wir 


3 (34,.0,,) 


Nun ist aber nach $ 155 
4, a,=0 für szi) 
und 
2A a,=4, 


rs re 


wobei A den Wert von (2) areh 
Wir finden also 
>24 PAA a Am, 


rs ri 


und wissen jetzt, daß 
Az = >b A, 


ist, woraus wegen A + 0 folgt 


(5; g = x -o e= l, 2, 3) 


Das System (1) hat demnach höchstens eine Lösung. Daß es 
wirklich eine Lösung hat, erkennen wir dadurch, daß wir die 
Werte (3) in die Gleichungen (1) einsetzen. 

Vorher betrachten wir die unendliche Reihe 

ab, A, 
und überzeugen uns, daß sie m konvergent ist. Da die b eine 
beschränkte Folge bilden, so genügt es zu wissen, daß die Reihe 
Za, A 4A,, absolut kKonvergiorı Aus § 151 (Schluß) kann man aber 


erschen, daß die Summen SUA] (s = 1, 2, 3,...) ihrem Betrage 
nach unterhalb einer. endlichen Grenze liegen. >)|.4,,| entsteht ja 


aus A, indem man jedes Element der rtea Zeile durch 0,1, — 1 er- 


Kowarkwaxı, Dotorminanten 25 
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setzt, je nachdem 4A,, gleich 0, größer als Null, kleiner als Null ist. 
Da Sila, l konvergiert, so ist die absolute Konvergenz von B 


bewiesen. 
Wir dürfen also in 


3M 


Di ap, b P Ar 
1,8 


die Glieder beliebig gruppieren, ohne daß die Konvergenz aufhört 
und die Summe sich ändert. Insbesondere ist 


2 È Ars 4,,) b, TER > È b, A,,) Oks , 


[4 
>. i TD (Sa, 4) b, = b,» (s en l, 2, 8; . .) 


Die Folge z, 2%, 24, ... erfüllt also die sämtlichen Glei- 
chungen (1). Daß sie beschränkt ist, ergibt sich daraus, daß die 
Summen ® | A,,| (s = 1, 2, 3,...) unterhalb einer endlichen Grenze 


mithin 


liegen. 
Der Ausdruck ` 
SA, 


entsteht offenbar aus A, indem man die st Spalte durch b, by, by, =+- 
ersetzt (vgl. § 155) Wir wollen diese neue Determinante mit A, 
. bezeichnen. Dann können wir folgenden Satz aussprechen: 

Das System (l) hat eine und nur eine Lösung, die durch 


A, 4, As 


= — Ua T a AnA? 


al 4’ er) Ts 


dargestellt wird., 
Dies ist offenbar das genaue Analogon der Oraxceachon Regel 


(vgl. 8 22). 


$ 157. Der Multiplikationssatz für Normaldeterminanten. 
Wir betrachten zwei Normaldeterminanten 


Gi % %- “| 

TE Ki Seh Pe eT “| 
is asz e 

s t 


und 
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di dia dis | 
Deines) baa bas =» | 
| 


und wollen zeigen, daß sich das Produkt beider wieder als Normal- 
determinante schreiben läßt, 
Da die Reihen 
a, T Ga + a, be» 


bi + b,a tbs + Sa 
absolut konvergieren, so gilt dasselbe von der Reihe 
Q,, ba +a r2 b, +4; bas t. 
Ihre Summe werde mit p,, bezeichnet. 
Zunächst wollen wir beweisen, daß 
Pıı Pis Pıs -> 
Pa Pos Pro = 
Esi Des Pasie 
| 2 
eine R OEA ist, daß A eine Normaldeterminante 
herauskommt, wenn man zwei Normaldeterminanten so zusammen- 
setzt, wie es bei der Multiplikation endlicher Determinanten ee 
sohiaht: 


und 


Setzen wir 
alte, b el, 2, = l Fg: 
Qp F Crs > b, er d,,; Prs = frao =s) 


so bilden die o und die d EET konvergente Beben, und « e8 zoll 
gezeigt werden, daß auch die q dies ton. 
Nun ist aber 
Prr = 1 += Da rt b= lto, +de tSo Cit d,s 


und 
Prs = I F D tpb = Cr td +2e rt dr: t= 


Es gilt also allgemein: die Formel 
Qur = Our SF d, u +>uhe- 
‘Da die o und die d absolut konvergente Reihen bilden, sọ 


ist auch die Reihe der Produkte eines c mit einem d absolut‘ kone 


vergent, also auch ' 
25* 
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2, Cut dye 


Amt 


> 


l” 


und ebenso die Reihe 


Jetzt wollen wir noch beweisen, daß 


Pı Pe Pis * 
PE Pir -Piz Pis cee _ AB 
Pa: Pas Pos Š 


ist. 
Wir setzen 
n 
Pur E > nibri = Pur + Furs 
t= 
ferner j ; 
an ran bi... 
a=) i B mli N 
Qal Oan bys ban 
Pi Pin Pii Pin 
P 7 «19 ur Io 3 
Par: erea Pr Pa ur Pan 


Dann ist bei unendlich zunehmendem n 
lima =A; mB =B; lmP,=P.« 
Ferner ist 
'limP, = lim (4, B) = AB. 
Wenn es also gelingt, zu zeigen, daß 
lim P, = lim P, 

wird, so ist die Formel P = AB bewiesen. 

Nun hat man aber 


x a wi l en 
P, = . 


Par nr Tal ” io ati Tan 


Diese Determinante zerlegt sich nach Satz 6 des § 14 in 2” Sum- 
manden. Jeder solche Summand entsteht aus P „s indem man in 
gewissen Spalten die p und in den übrigen Spalten die r streicht. 
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Bezeichnen wir mit F, einen k-reihigen Minor von 


Tii Tin 
Tal Tan 


und mit S, den entsprechenden Minor von P,, ferner mit 7,_x 
dessen algebraisches Komplement, so ist auf Grund jener Zerlegung 


PaP SR Trte + SRN ER. 
Hieraus folgt 
|P- RPI< NIR malk Ra AEIR: 


Setzt man 2 
. > | R, | = In ’ 
so wird 


f j Nan =) > da: | Fa 
S E E O NEE (Rl ST 


Andrerseits ersehen wir aus & 151, daß die Minoren einer 
Normaldeterminante eine beschränkte Wertmenge bilden. Da P eine 
Normaldeterminante ist, so liegen die Beträge ihrer Minoren unter- ` 
halb einer Zahl M und es ist also 


mithin aonne g 
IB-B|< u ++ c = M (e —1). 
Es genügt jetzt zu zeigen, daß 
lim r, = 0 


ist. Dies ergibt sich leicht, wenn man bedenkt, daß für u, v= n 


oo oo 
Ri Eo, 
Tuy” Bu) Aut b= Cut d,, 
k t=n+1 t=n+l 
ist, also 
lroet R T 
EDA <> >| 
mY tzn+l mr 
Hiernach ist sicher 
1,3 s 


a< D lel idn zi S'joulid ytle 


Hrt E 
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Da Aben bei kdna zunehmendem n 


17058 
lim >’|e, AL. Do, id 

mt t,t 
wird, so folgt RO pr pr 
limr,= 0. 
Damit; ist” ‚bewiesen, daB. man Normaldeterminanten genau 
ebenso multiplizieren kann wie endliche Determinanten. 

Vertauscht man vor der Multiplikation bei einem der Faktoren 

4, B oder auch bei beiden die Zeilen mit den Spalten, so ergeben 
sich (wie bei endlichen Determinanten) noch drei andre Arten A 
und B miteinander zu multiplizieren. 


8158. Multiplikation unendlicher Matrizen mit endlicher Zeilenzahl. 


Als eine m-zeilige unendliche Matrix ln ‚wir ein 
Schema von folgender Art bezeichnen 


st sj &i Ara lig . 


(i) 3 KOS lag Qag N 
i j i H "PYL 
Ami Onz An Be \ 


Eine solche Matrix soll eine m-zeilige Normalmatrix heißen, 
wenn ihre Elemente eine absolut konvergente Reihe bilden. 
Setzen. wir 
s=Yla,| W=12,...,m; = 1,2...) 


und betrachten % verschiedene m-reihige Determinanten von (1), so 
ist die Summe ihrer Beträge kleiner als s":m! Dies gilt für 
t = 1,.2,.3,.-.. .„ und. wir sehen; daraus, daß. die, m-reihigen: Deter- 
minanten einer m-zeiligen SEE eine absolut konvergente 
Reihe bilden. 
Wenn mm 
bii bis bis ng 
(2) bai bis tas 


« 


Sb m3 

ebenso wie (1) eine Normalmatrix ist und man multipliziert’ jede 
m-reihige Determinante A von (1) mit der entsprechenden Deter- 
minante B von (2), so bildendiese Produkte.ebenfalls eine absolut 


konvergente Reihe. ee 


b 


mil 
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Es zeigt sich nun, daß 
Pır Piy Am] 
(8) DAB= Par Pas <- - Pam 
| Pan Paz eh Pam | 
ist, wobei 
P, = aab sl +4, b,a F- 


sein sol. Dieser Satz ist das Analogon von Satz 26 in § 34. 
Definiert man 


| Pai Pas `- Pam | 
als das Produkt der beiden Matrizen (1) und (2), so ergibt sich 
dieses Produkt, indem man jede m-reihige Determinante von (1) mit 
der entsprechenden Determinante von (2) multipliziert und die so 
erhaltenen Produkte summiert. 
“Der: en liegt auf der’ Hand. Man setze 
i p= 4,; b, +. -+ Gun bin (n > m) 
Dann ist s i 
aha Pn Bi + Dim | 
| Pa Pa, “+ Pam | 
| 


va iR Pae E Paa 
das Produkt der ER Matrizen 
tr, a T EE oe P 
Qoi Qog ->e Ozn 
und Oml Oma i y Omn 
bi bis bin 
ba bee by, 
bai bns ee ben 


im Sinne von § 81. Dieses Produkt ist aber nach Satz 26 in 
8 84 eine Partialsunme von JAB und man kann durch geeignete 


— e ea 


ʻi Diese Reile ist absolut BE Bra weil ‚die a und die b -absolut kon- 
vergente Reihen bilden. i 
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Vergrößerung von n bewirken, daß p beliebige Glieder von ®© A B 
in jener Partialsumme vorkommen (p=1,2,.... Da nun XAB 
konvergent ist, so folgt für unendlich zunehmendes n 
Pii Pıa la Pım | 
lim Por Pos oee Pam = SAB. 
Par Praz Ba DS 
Andrerseits hat man aber (vgl. $ 15) 
Pii Pia eer Pim 
= | Pa Pas te Pim 


Pi Pia Pin 
lim|?sı Pr tt Pam 


Pmi Pno Br Pam Pmi Pune rd Pam 


Damit ist die Formel (8) bewiesen. Sie gilt übrigens auch 
dann noch, wenn nur eine der beiden Matrizen eine Normalmatrix 
ist und die Elemente der andern zwischen endlichen Grenzen liegen. 

Wenn man zwei Normaldeterminanten A und B nach Zeilen 
multipliziert, so ist jeder m-reilige Minor der Produktdeterminante 
das Produkt von zwei m-zeiligen Normalmatrizen. Die eine besteht 
aus m Zeilen von A, die andere aus m Zeilen von B. Man erhält 
den Minor, indem man jede m-reihige Determinante der einen 
Matrix mit der entsprechenden Determinante der andern Matrix 
multipliziert und diese Produkte summiert, 


& 159. Die mten Minoren der Produktdeterminante zweier 
' Normaldeterminanten. 


Wenn man zwei Normaldeterminanten A und B nach Zeilen 
multipliziert, so setzt sich jeder Minor m" Ordnung der Produkt- 
determinante bilinear aus den Minoren mt Ordnung von A und 
denen von B zusammen, wie wir in & 158 sahen. 

Man kann fragen, ob für die m“ Minoren der Produktdeter- 
minante eine ähnliche Eigenschaft besteht. 

Betrachten wir in der Determinante P = AB den Minor 


Zi Tg e e nn <<. 8.) 
si S3 ... Sm 

Er entsteht durch Unterdrückung der Zeilen mit den Indizes 7, 
Tas -+e "p und der. Spalten mit den Indizes s,, Sg, ..., Sme 
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Streichen wir in A die Zeilen r, "s, ..., r„ und die Spalten 
by day ce, bas in B die Zeilen s,, 5,, ..., s„ und wieder die Spalten 


ty fys +, bns 80 ergeben sich die Minoren 
I: Var a Te 8, I eee $ 
A rs m 18 mi|, 
m t, a 2; a, 
Wir werden nun beweisen, daß 
Er E TEETAN a BES 
(1) Bi, 2 “)= A|, 3 o dl 2 m) 
ER OR > AAN, E 
ist! Dabei erstreckt sich die Summation über alle Kombinationen 
b» tas e». 4, der Zahlen 1, 2, 3,... zur m'a Klasse, und jedesmal 
ib EN OR 

Die obige Formel zeigt, daß die m“ Minoren von AB sich 
bilinear aus den m‘ Minoren von A und denen von B zusammen- 
setzen. 

Zunächst wollen wir uns überzeugen, daß diejenigen m'®» Minoren 
einer Normaldeterminante, in denen die Zeilen mit den Indizes 
Yis Tgr- a fehlen, eine absolut konvergente Reihe bilden. Daraus 
folgt dann sofort die absolute Konvergenz der Reihe 


f ET ESE EA P AA A hah 
SA EE E A m). 
AT 4 l ie ta) t, t l 


Beat 
Wir sahen in $ 154, daß die Normaldeterminante 
| a My Gy... 


A| fn Up Gy ++: 


si Agg Agg » 


sich als Summe unendlicher Produkte darstellen läßt, und zwar 
fanden wir 


A= S sgn (ks ky, ko; Ber) ar Ar, ABk ees 


wobei sich die Summation über alle Permutationen (vgl. § 154) von 
1, 2, 3,... erstreckte. Diese Reihe unendlicher Produkte ist 
absolut konvergent und sie bleibt es auch (vgl. die Bemerkung - 
am Schluß von $ 154), wenn man die Elemente 


1 Formel (1) bleibt richtig, wenn man jeden Minor mit dem Vorzeichen 
versieht, das ihn aus einem Komplement zu einem algebraischen Komplement 
macht, 
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Arly. Or, 2y Ar 3ye e 

Ar, 1y Or,23 And: e: 

Ornis rm21 rm3 +e 
durch irgendwelche Zahlen ersetzt, die alle zwischen denselben end- 
lichen Grenzen liegen, wenn man sie also z. B. alle durch 1 ersetzt. 


Wir wollen nun vor dieser Ersetzung alle Glieder der Reihe, die 
: den Faktor 


gemein haben, zu einer Gruppe vereinigen, Wir erhalten dabei 
ebenso viele Gruppen, als es Kombinationen t, Uns, tn ader Zahlen 
1, 2, 8, ... zur m*a Klasse gibt. 

Machen wir die ansssnhene Ersetzung, ‚so liefern die Beträge, 
aller Glieder der zu b fas =- -s Éa gehörigen Gruppe gerade die Summe 
Gall RETA, EE RS 
S bs, Bee ba) =m! | a(i u A ). . 


N Bar | 


eine konvergente Reihe ist, so gilt dasselbe von 


Sale a 


EIER 


Da nun 


N; 


Jetzt müssen wir noch die, Formel (1) beweisen. Wir wollen dies 
zunächst für den Fall m = 1 tun. Dabei können irn=,=1 
annehmen. Wenn r, >1 sein sollte, so vertausche man in A die 
r,” Zeile mit den vorhergehenden, und, wenn s, > 1 sein sollte, in 
B die s t° Zeile mit den vorhergehenden.” Dadurch kommt in der- 
Produktdeterminante P = AB: das Element o,,, in die: erste Zeile, 
und erste Spalte, 

Was wir zu zeigen al ist also folgendes: 


(2) vr; >> Au Bu f 
Dabei ist Au, das dere Kompiement von a, in A, and Ba 
das von b, in B, ferner P, däs von p,, in P. Wir können aber 


ebensogut statt der "algabrälchen Komplemente überall die Kom- 
plemente nehmen. 


wt Bei EEEN zweier Zeilen rid aus einer : "Normaldeterminante 
wieder eine Normeldeterminante, 
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Da die Reihe &4,, absolut konvergiert, so ist 


| Ay As Aus rt 
b boa bas 


1 
Day Os da: -- 
eine Normaldeterminante wie B. Entwickelt man sie nach der ersten 
Zeile, so kommt EIER, 
D= 4: Be t 
Multipliziert man D mit A, so ergibt sich (vgl. § 157) 
a Arne] IA Ada h 


AD= | nr s %s +e | | bor bog Das ++ 
sy Ogg yg =. | | bar Üss Öss» 
HA ipis’ Pisi” 
u | Pant A T =AP.. Ne 
0 Psa Day: d 
Im Falle A + 0 folgt hieraus. 
D= P> 


also EN die Ro] (2). 
Um den Fall A= 0 zu erledigen, wenden wir eine , Stetigkeits- 


betrachtung an. 
Zunächst beweisen wir folgenden Hilfssatz: 
In einer verschwindenden Normaldeterminante A gibt es immer 
einen ktin Minor (p =1,2,8,...), der von Null vorschieden ist 
Wenn wir in A deh Henpiaiinde es gi 
1,4 Orr ne ktt [ii 
run LE puey 


betrachten, so ist er seinem Betrage nach größer als 1 — S, wenn 
wir unter S, die Summe der Beträge aller Hauptminoren:von +. 


Oy+1,%+19 %+1,8+2> Ck+l,k+3? 
Ou+9,u +17. ktkt? ktkt? "© 


v Oky, ktl? M+3,E+29 Cepa kt3? ° 


verstehen. Da die Hauptminoren' von 
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ira.) 
Opyı "Ogaı anne. 


Coys Caas Cga ... 


eine absolut konvergente Reihe bilden, so ist 
lim S, = 0, 

k läßt sich also in der Weise wählen, daß S, < + wird. Dann ist 
aber für l = 1, 2,... 

" M, > $ 

Läßt man } unbegrenzt zunehmen, so ergibt sich 
1 OD rer 
aea er ' 


I 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Nachdem wir in der verschwindenden Normaldeterminante k so 
gewählt haben, daß S ER 
ODER 
aus ihr dadurch eine neue Normaldeterminante A’ ableiten, daß wir 
Qis Gaas +- +5 Ay, bezüglich durch ay F ê, au 7 & -es Qy F8 er- 
setzen. Entwickelt man A’ nach den k ersten Zeilen (vgl. das 
Analogon des Larzaozschen Satzes in $ 155) und ordnet nach 
Potenzen von &, so findet man 


ungleich Null ist, wollen wir 


RL Ele 
IRYPm ak 
Die Punkte deuten niedrigere Potenzen von s an. 

Da A = 0, als Gleichung für & betrachtet, vom k» Grade ist, 
gibt es höchstens k reelle Wurzeln. Ist &, die kleinste positive 
Wurzel, so wird für 0 < s < & immer A’ + 0 sein. Ist keine positive 
Wurzel vorhanden, so können wir für s jede positive Zahl setzen. 

Nun gilt für die beiden Determinanten 4’ (0 <s<e,) und B 
die Formel 
(3) Pii = X 4i Bi: 
oder, ausführlich geschrieben, 

Pag F E boss Pag + Ebası +» - Bı Be ++: Bir: 


ASG A| |+ 


(3) Pra F 3b, Prs t Ebats ... => Fi 3 A 
Pers ?° Ders 9 9° Gy g ee Apg HE. 
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In der ersten Determinante sind die Zeilen 1, 2,..., k— 1, 
in der zweiten die Zeilen 2,3, ..., k Binome von der Form A + us, ' 
und sowohl die ersten als auch die zweiten Bestandteile der Binome 
bilden absolut konvergente Reihen. 

Jede der beiden Determinanten zerlegt sich also in 2*-! Sum- 
manden, deren jeder dadurch entsteht, daß man bei gewissen Zeilen 
die ersten, bei gewissen die zweiten Bestandteile streicht. Dadurch 
nehmen beide Seiten von (3°) die Form von Polynomen in e an. 

Läßt man & nach Null konvergieren, so ergibt sich die Formel (2). 

Um die allgemeine Formel (1) zu beweisen, brauchen wir einen 
Hilfssatz über die Determinanten von der Form 


Ar, 4 Ar, TOEI A; tk 


Ar t An wis ar Ar, tm 


A 
Dieser Hilfssatz besagt, daß die obige Determinante gleich 4r-1 
ist multipliziert mit dem algebraischen Komplement von 


ralı Arah ... Arnim 


Art Orit ees Atem 
Ur ti Ara ty e.e Ara im 
| Amt Ormi e Orm tm 
in A, also mit 
(— 1t. tmtht -s tim aln KR A 
NR ta) 


Der Beweis des Hilfssatzes gestaltet sich besonders einfach, 
wenn A+ 0 ist. Man ersetze in A die Zeilen r,, ?,, ... r, durch 
N Arı Ar2 4,3 
"Ant Ang Ans > 
Arm Arm Arms Er} 
ferner die Elemente von A Mr 2 ia A , soweit sie nicht Haupt- 
) 1a ae I 
elemente dieser Minors sind, ‘durch 0, die Hauptelemente von 


A f 2 Ai R aber durch 1. Die so aus A hergeleitete Determinante 
Ue nadae T 
ist eine Normaldeterminante und hat den Wert 


1 Dieser Zerlegungssatz folgt unmittelbar aus der Entwickelung nach den 
Elementen einer Zeile (vgl. § 155). 
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Art Arn ... Ar tm f | 
Ant, Árt Disi Anim 


| Arat Arati Jao Armtm 
multipliziert mit 
(= 1 = (Ir nso trmth t A + im, 
Multipliziert man sie mit A, so entsteht eine Normaldeterminante, 


die, gleich Ar A K f Er “ wird. Daraus folgt, da A + 0 ist, 
> Bee Bf 


Any Ann er: Anm 
(4) Art Ant or Arim = 4r-1 (-1% A k A E A 


b Br 


| Ar mi Arte: - Art 
Der Fall A = 0 erledigt sich, ähnlich wie oben, durch eine 
Stetigkeitsbetrachtung. 
Den Satz (4) benutzen wir nun zum Beweise der Formel (1), 
wobei wir zunächst wieder A +0 annehmen. 


E OR RE 3 I... 
ARD al? B|} En 
läßt sich auf Grund von (4) so schreiben: 
Art, Art Na Ar, tm 
V Art Ant, ee Ar, tm 8, Sge Sm 
2 A are ir ES WEN, 
Armt Arnt SY Armtm 


Diese Reihe stellt aber die Determinante B dar, die aus B 
entsteht, wenn man darin die Zeilen s,, 8, . . ., s, durch 


Arni And Ans esi 
Ar, 2 An An «+. 


Aryl ias PE ... 
a Da die eingesetzten A eine absolut KOnTerapmie Reihe 
bilden, so ist B eine Normaldeterminante. 


t 0, a, + haben folgende Bedeutung: 
(anter tath t.e taste tm tht a E bms 
T= t... Fmt a tiee + 8m. ON 
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nm mn nme nn mm——LwnwÖnnn nme nn nnnnnnnnnMBsssLUMBHMee nennen 


Multiplizieren wir nun B mit .4, so ergibt sich gerade 
en ERROR LA 
AN In ik 5, en r) 


Es gilt also die Gleichung 
; S lin aN a S. Ar? Sm 
ein al gie a E = 


eune ak Fy Guh f ] 
RATE 
Sie reduziert sich, da A +0 ist und 
o a 
auf die. Formel (1). 
Den Fall A=0 erledigt man wieder durch eine Stetigkeits- 
betrachtung. 


§ 160. Der Rang einer Normaldeterminante. 


Wenn eine Normaldeterminante A von Null verschieden ist, so 
sagen wir, daß sie den Rang Null hat. 

Ist A gleich Null, gibt es aber unter ihren ersten Minoren einen 
von Null verschiedenen, so heißt A vom Range 1. 

Sind alle ersten Minoren gleich Null, aber nicht alle zweiten, 
so schreiben wir 4 den Rang 2 zu usw. 

Wir wissen aus & 159, daß es bei passender Wahl von k unter 
den kta. Minoren einer Normaldeterminante einen von Null ver- 
schiedenen gibt. Der kleinste Wert von k ist der Rang der Normal- 
determinante, 

Zur Bestimmung des Ranges einer Normaldeterminante läßt 
sich ein ähnliches Verfahren angeben, wie wir es in $ 24 bei end- 
lichen Determinanten kennen lernten. 

Man nehme irgend einen von Null verschiedenen unendlichen 
"Minor von A. Es sei etwa ein p*" Minor M, Unter den (p— 1)!” 
Minoren von A, in denen M, steckt, suche man einen von Null ver- 
schiedenen auf, M,_, alsdann unter den (p— 2) Minoren von A, 
die M, enthalten, einen von Null verschiedenen usw., so lange es 
geht. "Ist der letzte Minor ein rt, so hat A den Rang r. 

Dieses Verfahren beruht auf folgendem Satze: 

- M, sei ein von Null verschiedener r'* Minor der a 
Ernane 4. Wenn dann alle (r—1)e Minoren von 4, die M. 
enthalten, gleich Null sind, so hat 4 den .Rang r. 
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Da eine Vertauschung von zwei Zeilen oder zwei Spalten den 
Rang von A nicht ändert und auch die kte Minoren (abgesehen vom 
Vorzeichen) dabei erhalten bleiben (k = 0,1, 2....), so dürfen wir 
annehmen, daß M, gerade der Minor 

| TEZ AEN 
re K) 
ist. 

Dieser Minor soll also von Null verschieden sein, während alle 
ERER IT 
SE ATA 

Wir haben zu beweisen, daß dann überhaupt alle (r — 1)" 
Minoren von A verschwinden. 

Zunächst bemerken wir, daß unter den gemachten Voraus- 
setzungen die r ersten Zeilen lineare Kombinationen der übrigen 
sind. Um dies für die Zeile 


a 


(r — 1) Minoren gleich Null sind, die | enthalten. 


o1? ozs Togs * 


zu beweisen, betrachte man die Normaldeterminante 


Qo a o, r+1 o, r+2 
rilo Arııırıl Orl? 


A,+2,0 Ur+2,r+1 Ayz+2,r42 ++. | 
| 
Sie ist, wenn «<r-+1, deshalb gleich Null, weil alle (r— 1}ter 
Minoren von A, in denen M, steckt, verschwinden sollen. Im Falle 
so>=r-1 hat sie zwei übereinstimmende Spalten und ist also auch 
dann gleich Null. 
Entwickelt man sie nach der ersten Spalte, so findet man eine 
Formel von folgender Gestalt: 


zo M, F ar41,0 Mı + r420 M2 + =. 


Hiernach ist 
M,a aa 
1) tpa = — Serrtho ae TI. (=1,2,3,...). 


r 


Da die Faktoren 
Mais Myo; Masy < 
von ø gar nicht abhängen, sind wirklich die r ersten Zeilen von A 
lineare Kombinationen der Zeilen r+1,r+2,r+3,... Die 
Faktoren M,ı, Mp2, Mps, ... bilden übrigens eine absolut kon- 
vergente Reihe. 
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Wenn man nun irgend einen (r — 1)“ Minor M,_, von A-be- 
trachtet, so entsteht er aus A durch Unterdrückung von r—1 Zeilen 
und r—1 Spalten. Da in A nur r— 1 Zeilen unterdrückt sind, 
ist wenigstens eine von den r ersten stehen geblieben. Auf sie 
können wir die Formeln (1) anwenden. Mit ihrer Hilfe zerlegt sich 


M,_, in eine Summe von der Form 
WM a TALENT... 

"Dabei sind M;-, M/_1, ... (r —1)® Minoren von A, die mit einer 
endlichen Anzahl von Ausnahmen gleich Null sind, weil sie zwei 
übereinstimmende Zeilen enthalten. Jedenfalls enthalten diese Minoren 
weniger von den r ersten Zeilen der Determinante A als M,_,. Unter- 
wirft man sie demselben Verfahren usf.,, so kommt man nach einer 
endlichen Anzahl von Schritten zu lauter verschwindenden Determi- 
nanten und kann also schließen, daB M,_, gleich Null ist. 
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Wenn eine endliche Determinante den Rang r hat, so sind in 
der Matrix ihrer r-reihigen Minoren alle zweireihigen Determinanten 
gleich Null (vgl. § 52). 

Diesen Satz wollen wir hier auf Normaldeterminanten über- 
tragen. 

Wir betrachten eine Normaldeterminante A vom Kange r und 
bilden aus ihren rta Minoren eine Matrix in folgender Weise. 
Ci» Oz, Cz, ... seien in irgend einer Reihenfolge die verschiedenen 
Kombinationen der Zahlen 1, 2, 8, ... zur rt» Klasse. Dann 
können wir einen rt Minor von A durch das Symbol 


darstellen, wobei die Indizes der gestrichenen Zeilen die Kombi- 
nation C, die der gestrichenen Spalten die Kombination C, bilden. 


la) la) la) 
Pehea 
al a) al 


ist die Matrix der rt" Minoren von A. 
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'Sie hat, wie wir sehen werden, die Eigenschaft, lauter ver- 
schwindende zweireihige Minoren zu besitzen, d: h. es ist 


On). (Onl | | 
a ee, gel 33. 
O, [o (Pis Par fi 9a 2 ) 
Can KO 


Wir können annehmen, daß in der Determinante A, deren Rang 
gleich r sein soll, gerade der Minor 


1 TA: 
ERE PAALI o 
von Null verschieden: ist. Dann sind die r ersten Zeilen von A 


lineare Kombinationen der: Zeilen r +1, r +2, r +3, ... 
Hieraus ergibt sich leicht, daß 


We er 


ist!, wobei der Faktor A nur von k, R ...., k, abhängt, 
Hiernach wird nun ; 


: Cp Gi K Cp, Hat, G 
E T hop, a i On Fe hop, a ? 


mi). m 
la ee 
ee, , a) le 
2) Ic) le) 


‚8.162. Symmetrische Normaldeterminanten. 


Wir nennen eine Normaldeterminante '' 


aui Aa. Ais i 


Qor Ooz Mog +e 


| ay, BO 


symmetrisch, wenn immer 


ist (pr, s=1,2,3,...). 


EI DEAA A EESE NEN 
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Wenn «eine symmetrische Normaldeterminante den Rang r hat, 
so gibt es in ihr einen rt" Hauptminor, der von Null verschieden ist. 

C und 0’ seien Kombinationen der Zahlen 1, 2, 3, ... zur 
rte Klasse. Dann ist nach $ 161 


(o) (e) 


Nun geht aber 


Pe 


über, wenn man: die Zeilen alsi Spalten schreibt. ‘Also ist 


und daher besagt die obige Gleichung, daß 
TON TREE TON: 

A G'ar AO 

C und C’ lassen sich so wählen, daß 


[e1*° 


ist. Dann folgt aber, daß auch die rt Hauptminoren 


C 104 
o). (o 
nicht verschwinden. 

Bei einer symmetrischen Normaldeterminante gilt folgender Satz, 
dessen Analogon bei einer endlichen symmetrischen Determinante 
wir im § 64 kennen lernten. 

Wenn alle (r — 1) und alle (r — 2)“ Hauptminoren gleich 
Null sind, die einen gewissen von Null verschiedenen r*a Haupt- 
minor enthalten (r 2), so ist der Rang der STRDEM MER ee 
determinante gleich r. ul vl 


H sei der. von Null verschiedene rte Hauptminor. "Nehmen 


15t, 


wir zu den Zeilen C noċh die Zeile k und zu den: Spalten C noch 


C} 
enthält: Nehmen: wir zu: den Zeilen 'und: Spalten C. noch die 
Zeilen k, ! und die Spalten %, ! hinzu, so‘ erhalten wir einen 

26* 


die Spalte 2 ‚hinzu, so entsteht ein. (r 1)" Minor A, , der (6) 
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(r — 2) Minor N. Offenbar sind A,,, Apu Au, A, erste Minoren 
von N. Nach $ 159 ist aber 
C 
-0r 
Aix An C 
Da nach Voraussetzung 


Akk Arı 
A= 4u = 0 und N=0 


ist, so folgt 
Ay A = AM; =0. 


Es verschwinden also alle (r — 1) Minoren, die IE enthalten, - 


Daraus können wir nach § 160 schließen, daß der Rang der be- 
trachteten Normaldeterminante gleich r ist. 


8 163. Lineare Gleichungen mit verschwindender 
Normaldeterminante. 


Wir betrachten wie in 8 156 ein unendliches System linearer 
Gleichungen 


at + aat + hgt +. = 
(1) Qy Ty + Aog Ba tat... = bgy 
ayy Ty F aga Tg F Agg Bg H = bgs 


mit unendlich vielen Unbekannten, 
Wir nehmen wie in $ 156 an, daß die Determinante des 
Systems, also t 


eine Normaldeterminante ist. Die b und die x sollen beschränkte 
Zahlenfolgen bilden. 

Damals behandelten wir den Fall A+0. Jetzt wollen wir 
A = 0 voraussetzen. 

Der Rang der Determinante sei r, Dann gibt es also in A 
einen rt Minor, der von Null verschieden ist. Er möge aus A 
durch Unterdrückung der Zeilen A, kọ, ..., k, und der Spalten 
Ls l}, » +, l entstehen. Ist m eine Zahl, die alle diese k und ? 
- übertrifft, so kann man durch Vertauschung der m ersten Glei- 
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nn —— — ————— 


chungen des Systems- und durch Umnumerierung der m ersten x 
‚erreichen, daß gerade 


Garn Manny ee 
K= | ayn re Orerre | FO 


ist. ; 
Schreiben wir die Gleichungen r +1, r + 2, r+ 3, ... des 
Systems (1) in der Form 


r 
7 ’ 
aryr Trp i antl r2 r42 +..= boyi 8: D art, Te o br+1 ’ 
e= 


(2) 


r 
San r 
ariary Dryl F Oryang Drga Teee = brga — D 9r+2,e%o = b423 
p= 


so haben wir gerade den in § 156 behandelten Fall vor uns. 

Die b bilden eine beschränkte Folge, 

Wir wissen aus $ 156, daß die Gleichungen (2), falls wir 
% 5 Tas +. ., £, bestimmte Werte beilegen, eine und nur eine Lösung 
%yıy © pas » - Zulassen. 

Setzen wir insbesondere m, 23; ..., Œ, alle gleich Null, so 
nehmen @,,,, 2,43, -- gewisse Werte an, die wir mit =), , gO., ... 
bezeichnen wollen. 

Jede Lösung von (2) läßt sich nun in der Form schreiben: 


(8) un en tn tun. 
und Uj, Ugy Up... ist a eine Lösung des Systems 

%, 41,1% 0, 
(4) | arga h + Gy he. O, 


Wenn umgekehrt u), tp, ug, ... eine EE von (4) ist, so ist (3) 
eine Lösung von (2). 

In der Determinante A sind die r ersten Zeilen lineare Kom- 
binationen der andern mit Koeffizienten, die absolut konvergente 
Reihe bilden (vgl. 8 160). Daraus folgt, daß jede Lösung von (4) 
auch eine Lösung von 

| 1, F Gg Ug aut. =, 
(5) loy Uy F Aog ta -F Gag Ug H.. =O, 
gı Uy F Aga Ua E Agg Ug +. = 0, 


ist. 
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"Die Lösung (8) des Systems (2) wird ‚also dann ‘und nur dann 
eine Lösung von (1) sein, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 


(6) Gg,r+1 %r+1 + Q,,r4+2 2042 Fh as = b, ` lo = 15 2, e.s r) 


Bezeichnen wir mit K„, das algebraische Komplement von Gr 
in X, so können wir schreiben 


4 = zE FH, v4 Der f Kun r+ bry t o DE i 


9 a K \ 
Ir+2 Pi (E r+l, r+2 boyi St K,r2,r43 r+2 ai La 


und die de verwandeln sich in 
Kb, = (te r41 Kornea F torge Krane Fr der 


Ar (de,r+ı Ba ar BI Ru42,r+2 ++. DLR 


A r) 


Sie lassen sich auch in Aar O darstellen, und zwar 
lauten sie dann 


b, Qo, r+1 %,r+2 


(6) . bir Ghura Ortueta) _ Orlon 7) 
brpa Yran41 Ortar" 

Diese Gleichungen stellen die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Lösbarkeit des Systems (1) dar. 

Wenn wir in der Matrix 

d ag Ge Gar. 
(7) . by Gy Ogg 

bs 9 Ay 3 
eine Spalte unterdrücken, so entsteht eine ‚Normaldeterminante vom 
Range r oder von einem höheren Range. 

Unterdrücken wir nämlich die erste Spalte, : 30 entsteht die 
Determinante A, deren Rang nach Voraussetzung gleich v ist. Unter- 
drücken wir einer Spalten 2, 3,..., r-+1, s0 entsteht wieder 
eine Determinante vom Range r. Sie enthält in der Tat den von 
Null verschiedenen r*a Minor K, und alle (r — 1) Minoren, in denen 
K steckt, sind gleich Null. 
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Unterdrücken wir in (7) eine der Spalten #-+2,r+3,..., 
so entsteht eine Determinante, die vom Range r oder von höherem 
Range ist. Wäre ihr Rang nämlich kleiner als r, etwa gleich r’, 
so gäbe es in ihr einen r't™' Minor, der ungleich Null ist. Dieser 
Minor muß eine Spalte mit Elementen b enthalten, weil in A alle 
zten Minoren verschwinden. Entwickeln wir ihn nach den b, so 
können nicht alle Koeffizienten dieser Entwickelung gleich Null sein. 
Da sie (r’ + 1)® Minoren von A sind, so ist "= r--1. Machen wir 
durch Vertauschung der Gleichungen und Unbekannten einen von 
ihnen, und zwar einen nicht verschwindenden, zu dem Hauptminor 
I 2:7) so waron die Gleichungen (6') nicht alle erfüllt, das 
System D 'also nicht lösbar. 

Wenn die Gleichungen (6°) bestehen, hat also von allen De- 
-terminanten, die aus (7) durch Unterdrückung einer Spalte entstehen, 
keine einen se Rang ale 4. Die, Umkehrung gilt offen- 
bar auch. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß das 
System (1) sich lösen läßt, ist hiernach folgende: 

‘ Durch Unterdrückung, einer ‚Spalte iu der Matrix (7) darf nie 
eine Determinante herauskommen, die einen niedrigeren Rang -als 
A hat. er 

Derselbe Satz gilt, wie wir wissen (vgl. § 29), für n lineare 
Gleichungen mit n.Unbekannten, nur daß der Rang einer endlichen 
Determinante anders definiert ist-als der einer unendlichen. 

Wenn alle 5 gleich Null sind, wenn also ein System von linearen 
homogenen Gleichungen vorliegt, so sind »die Bedingungen (6°) von 
selbst erfüllt. Es gibt also immer Lösungeh, und zwar r unabhängige, 
aus denen sich alle,andern, linear- zusammensetzen lassen... Wenn 
die Determinante des Systems nicht gleich Null ist, dann gibt es 
nur die triviale Lösung, Wie aus lauter Nullen, besteht. 


8 164. Vorbereitende Betrachtungen zu E, Semuors Theorie der 
N ii Da Anbae Gleichungssysteme. ‘ 


In $ 30 hetzachten wir Systema von n Zahlen und definierten 
das’innere Produkt zweier Systeme.’ 
„Jetzt. wollen. wir Systeme ‚betrachten, die aus einer Folge von 
reellen Zahlen bestehen, also Systeme. von. folgender. Gestalt 


Be ELAES 
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‚Zwei solche Systeme 


Bi baa yes ee Und Ya, Ya 
gelten als verschieden, sobald wenigstens eine von den Gleichungen 
(1) La = Yn (n i A ur) 
nicht erfüllt ist. 


Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung von Systemen 
Tis 2% +, bei denen die Reihe 

er + tr. 
konvergent ist. Ein solches System nennen wir einen Vektor 
und zı, yy Tzs». seine Komponenten. Die Summe der Reihe - 
+22 +2,°4+... heißt die Norm des Vektors, die positive 
Quadratwurzel daraus seme Länge, 

Zur Bezeichnung des Vektors æ, &,, £, .... benutzen wir den 
Buchstaben g. 

Wenn z und y zwei Vektoren sind, eo ist die Reihe 


G Y H Tr Yg F TaY HT --- 
konvergent. 
Man hat nämlich, wenn t, %, ..., u, und Vj, %, ..., Vp be 
liebige reelle Zahlen sind 
i U, tg a 


|» O 


> u? SS) u,v, 
> u v, >> vs 


also BE n 
25 u, v) = & u) 63 v”) k 
Wendst man diese Ungleichung auf den Fall 
u, ER tz, |» vo EA 
an, so ergibt sich 
PIERRE DIAS P=12,..,%) 
Nun ist aber Sz,’ nicht größer als die Summe der Reihd 
DH +2m°+... und Dy, nicht größer als die Summe der 
Reihe y,? +y? +y? +... Daraus folgt, daß Siy] bei unend- 
vl 


lich zunehmendem n unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Damit 
ist gber die Konvergenz der Reihe tz y | + lzy! + |y] +. 
bewiesen, also die absolute Konvergenz von m yj + Tg Ys + £y Yg + :-- 
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Wir definieren nun die Summe der Reihe z, y) +, + Ty Yz H+ 
als das innere Produkt der beiden Vektoren œ und y und be- 
zeichnen es mit (zy). 

Wenn a eine beliebige reelle Zahl ist, so soll das Symbol az 
zur Bezeichnung des Vektors am, ar,,-a2,, ... dienen. 

Als Summe der beiden Vektoren x und y definieren wir den 
Vektor, dessen Komponenten m, + Yi; & + Ya, 23 + Yz, . . . Jauten. 
Da die Reihen 


Pretty rt te 
22 +2, +? Y F. 
konvergieren, so ist auch die Reihe 
CA + y) T (T; Ar Yo)” ar (z; Ar Ya) +t- 
konvergent, die aus. ihnen durch Addition entsteht, 


Wir bezeichnen die Summe von æ und y mit x -+y. 
Wenn x, y, x Vektoren sind, so gilt die Formel 


(2) (z + y, 2) = (z2) + Wa). 
Zwei Vektoren x und y sollen orthogonal heißen, wenn 
(y) = 0 
ist, wenn sie also das innere Produkt Null geben. 


Für n paarweise orthogonale Vektoren x, z2, ..., x™ gilt, 
wie sich durch wiederholte Anwendung von (2) ergibt, die Formel 


(Dar, Dr) => az), 
d.h. die Norm der Summe ist gleich der Summe der Normen. 
Dieser Satz ist das Analogon des pythagoreischen Lehrsatzes. 
Man erhält den pythagoreischen Lehrsatz der Ebene, wenn man 
n=2 setzt und unter x, z® zwei orthogonale Vektoren in der 
Ebene versteht. 

Den Vektor, dessen Komponenten alle gleich Null sind, nennen 
wir den Nullvektor und bezeichnen ihn mit 0. Die Gleichung 
x = () bedeutet also, daß alle Komponenten von s verschwinden 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die Norm von x gleich 
Null ist. 

Sind a, ay, ..., a, reelle Zahlen, aber nicht alle gleich Null, > 
und z™®, 2%, ..., 2” n Vektoren, so heißt der Vektor 


ags + 0,29 + aM + 0,2% 


eine lineare Kombination von z®, =, ..., x®, Die Vektoren 
aD, 29, ..., o nennt man linear abhängig, wenn unter ihren 
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linearen Kombinationen der Vektor 0 vorkommt, Andernfalls heißen 
sie linear unabhängig. i ei i 
Sind z, 29, ..., 2" paarweise een so folgt aus 


tar. F agew o 
nach dem Erihagorschen Lehrsatz . 
a, 2 (g g) + a? (2? x®) PNE O HACA En en 
Ist keiner der Vektoren =) gleich i so können wir schließen, daß 
Q =n =. =T= 


ist. D.h. n paarweise orthogonale Vektoren, die alle von Null ver- 
schieden sind, können nicht linear abhängig sein. 

Einen Vektor mit der Norm 1 wollen wir einen Einheits- 
vektor oder eine Achse nennen. Jeder von 0 verschiedene Vektor 
läßt sich durch Multiplikation mit einer reellen Zahl in einen Einheits- 
vektor verwandeln. Man nennt diesen Prozeß das Normieren des 
Vektors. 

Will man z. B. den Vektor x (+ 0) normieren, so muĝ die 
Zahl a so gewählt werden, daß ` 


(ax, ax) = a’ (sx) = 1 
wird. Es muß also s 


1 
e=tyog 
gesetzt werden. 

Ein orthogonales Achsensystem ist nichts anderes als ein 
System von Einheitsvektoren, die paarweise orthogonal sind. Ein 
` solches System kann aus einer endlichen Anzahl von Vektoren be- 
stehen oder aug ünendlich vielen. 2. B. bilden die Vektoren 


10.00 


ein orthogonales Achsensystem mit unendlich vielen Achsen... 

Von Wichtigkeit ist die Zerlegung eines Vektors y in bezug 

auf ein orthogonales Achsensystem. gh gA, 2" seien m Achsen, 

die ein solches System bilden. Dänn heben: die Vektoren 
(ys), (y z2)z?, As 3 (yg) 


die. Projektionen von: y: auf die Achsen =) 29, ..., =", 
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"Setzen. wir: i tapal ; i 
8 P Ir Yemen}. i Fyren g, 
si S ER 

 (a®) = (zg) =... = (za) = 0. 
Die n+ 1 Summanden, in die wir y zerlegt haben, sind also 
paarweise orthogonal, und der pythagoreische Lehrsatz liefert 
ya) = (ys... Fyz) + za), 
so daß immer 
aM: ya +... + yP E yay) 
ist, wie man auch das orthogonale Achsensystem a Dann 0 
wählen mag. 

Die Formel (8) enthält die Zerlegung des Vektors y in 
bezug auf die Achsen oder nach den Achsen 2, g... =", 
Der Vektor (yzn)z") heiße die x"-Komponente von y, und % 
der Rest von y modulis =, 29, ... zu, 

Die Formel (4) nennen wir die pythagoreische Ungleichung. 

Wenn ein unendliches ‚orthogonales Achsensystem ‘vorliegt, so 
bilden diejenigen Achsen x, die der Ungleichung 

ua? >o 
genügen, eine abzählbare Menge, y ist ein beliebiger von Null ver- 
schiedener Vektor. | 

Sind r, œ”, ..., o n Achsen des Systems, deren innere 
Produkte mit y zum Quadrat erhoben größer als ð sind (ð > 0), 
so folgt aus (4) 


nö<(yy), d.h n< = wm. 


Es gibt also nur eine endliche Anzahl ee 


Nun setze man der Reihe nach ó gleich 1,4,4, ... „Dann be- 
kommt man zuerst n, Achsen x, für die 
| Qa) > 1 
ist, dann n, Achsen x, für die 
L=y >} 
ist, er n Achsen a, für die LE I et 
| JeEu>} 
ist, usw. 


Es ergibk a fa auf dicke Weise: eine a 
SEN Eat AR AN Lea 


’ 
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in der jede Achse des betrachteten Systems vorkommt, die mit y 
ein von Null verschiedenes inneres Produkt gibt, d.h. zu y nicht 
orthogonal ist. Diese Achsen bilden also eine abzählbare Teil- 
menge in dem System. 

Nun wollen wir y der Reihe nach mit den Achsen 


1.0.0500 
0,1.050, 52. 
O0 DOES 


zusammenfallen lassen, Dann erhalten wir eine Folge von abzähl- 
baren Teilmengen 

U, 
in unserm orthogonalen Achsensystem. Jede Achse des Systems ist 
wenigstens in einer dieser A-Mengen enthalten. Sonst müßte sie 
ja zu jeder der'Achsen 1, 0,0, 0,...; 0,1,0,0,...5 0,0, 1,0,...5... 
orthogonal sein, was offenbar unmöglich ist. 

Da eine abzählbare Menge von abzählbaren Mengen wieder ab- 
zählbar ist, so haben wir bewiesen, daß jedes unendliche ortho- 
gonale Achsensystem abzählbar ist. Wir können also ein 
solches System immer in Form einer Folge 

zu ca, a9, ; 
schreiben. 
Diesen Achsen entspricht nun die Projektionenfolge 


è (y ach) ad, (y a2) a9, (y æ) g3, 4 
des Vektors y. 
Setzen wir 


sh (ya) gd + (y?) +... + E 
so wird fürp=1, 2, 3,.... 
(tn — g, gutm — g) = (y gnt D)? y... + (ynte, 
Die Reihe 
(y a)? + (y a9)? + (© g9) + Rail 


ist aber konvergent, da ihre Partialsummen nicht größer als (yy) sind. 
Man hat also, sobald m, n beide größer sind als eine gewisse 
Zahl v 


(5) (m — gm, sm _ Em) < 5. 


& bedeutet dabei eine beliebig vorgelegte positive Zahl. 
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Sind s,”, 8,9, 53, ... die Komponenten von s™, so lautet die 
Ungleichung (5) ausführlich geschrieben 
(5') (m + (a +... K E. 
Sie zieht die Ungleichungen 
(aa Gr dl x ê, 
er) Ss RA < &, 


nach sich, und wir ersehen aus ihnen, daß jede der Folgen 
De. E 
r A ER Hr si Ir A 


RER ASIA ad nie 
konvergent ist. 
Setzen wir 
lim s” = s,, 
n= 


so ist Si» Sas Sze +. . Sicher ein Voktor. 
ERE S 
ist nämlich der Grenzwert von 
(o) -+ (0,0)? + erst (s,”)? 
für unendlich zunehmendes n. Da ferner 
6,9% + (8,0)? -+ A + (s,)? = (sw, sw) 


(e, s) = (ya)? + (ya?) + ER -+ (ya)? = (yy) 
ist, so hat man beständig 


(9)? ar (8,9)? TO GNAN = (yy) 


e e E EO 

Daraus folgt, daß die Reihe s,? + s,? + s3? + ... konvergiert, 
daß also si, 8, Sy, - . ein Vektor ist. 

Die Vektorenfolge s®, s®, s®, ... steht zu dem Vektor 
Sis Sg, 8gs +++, den wir mit s bezeichnen wollen, in folgender Be- 
ziehung. 

Wenn eine positive Zahl & vorgelegt wird, so ist 
(6) m), 
sobald n eine gewisse Zahl v übertrifft, 

Die linke Seite der obigen Ungleichung ist nämlich gleich dem 
Grenzwert von 


und 


also auch 
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(a — )% HN =) -Haese l” — s 
für unendlich zunehmendes p.” j ' EAT 
Andrerseits hat man ‘aber . 


lim {(s,® — sm? +... + (s? m sha 


= = (sm ei s) Hirt (, =! s. 
. Da nun für m, n >v die Ungleichung (5’) besteht, so ist 
ee ia 2 Air + Er SEND. p} 8 
und daher, Sa Rear P i 
RN a e N <-> B 
mithin auch 
rt +... 58 
Das ist aber die Ungleichung (6). Sie besagt, daß die Norm 
von s— s® nach Null konvergiert. Dieses Faktum Kiehcken! "wir 
durch die Formel 
(7) lim s® = s 
aus und nennen s den Grenzwert von s, 
Aus der Formel (7) folgen zwar die Formeln 
lime = s,, (k= l 2y Brint 
aber diese Formeln ziehen keineswegs immer die Formel (7) nach 
sich. Ist z. B. s der folgende Vektor 
1 1 1 1 


Va Ee HE YRT i a VE HH N Va aa 
(n + 1)-mal (n + 2)-mal 
RENTEN hub 

BYRTB. Va Be 

(n + 8)-mal 
so ist offenbar 
lim BB = (0 
n=00 p 


und trotzdem ist 
! lim(s® — 0, s" — o): = lim To 
nicht gleich Null. Es wird nämlich ` 


Ä (= 1 +a Ha teii 


In unserer obigen Entwickelung steckt ein EN fir die 
raten des Grenzwertes eines Vektors. ` 

‚ lim s® existiert dann und nur dann, wenn ch jedem positiven 6 
ein Index v entgegenstellen läßt, so daß 
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(stm sm, gm _ g) & 

wird, sobald m und n beide größer als » sind. č 

Den einen Teil dieses Satzes haben wir oben bewiesen. 

Wenn lim es ist, so sind bei passender Wahl von v die 
Normen 

(8 — s, s — s), (0+9 — s, erh a), 
alle kleiner als ¿?/4. Wenn m, n irgend zwei Zahlen der Folge. 
v-+-1,®+2,... bezeichnen, so ist 

(sim — si), m _ g0) = (s + s — m, sim ehe s"). 
Nun gilt aber für zwei beliebige Vektoren x, y die Formel 

Etun a+y=- It’ D H 34237, 


SDRT SN VEIT, 
: @ Hy e+) (Ye) + Von)‘ 
oder 


(8) Vety, s+ SsVeA+VU 


In Worten lautet diese Ungleichung: 

Die Länge der Summe zweier Vektoren ist nie e größer als die 
Summe ihrer Längen. 

Der entsprechende Satz im gewöhnlichen Raume bebat daß 
in einem Dreieck keine Seite: größer ist als’ die Summe der beiden 
anderen. 

Nach Formel (8) wird 


(m, gm g0) Ve” —s, Kae — s) + en s™ — s)< 8. 
Damit haben wir auch den anderen Teil des obigen Kriteriums 
für die Existenz von lim s® bewiesen. 
Wir wollen hier einige einfache Sätze über Grenzwerte von 
Vektoren einschalten, die man beim Rechnen mit solchen Grenz- 
werten braucht. 


d.h. 


8165. Sätze über Grenzwerte von Vektoren. 
1. Aus i | 
lims, =% und limy, =y 
folgt pif 
im, Hy) =at y. 
In der Tat ist die Länge des Vektors 
zy lon HYE E HY n 
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nicht größer als die Summe der Längen von z— zs, und y — y, 
Da diese beiden Längen nach Null konvergieren, tut es auch die 
Länge des Vektors @ + y)— (=, +y, -Das bedeütet aber, daß 
lim (x; + Y) =x -+y ist. 

2. Wenn a, eine reelle Zahl und x, ein Vektor ist, so folgt 
aus lims, = x und lima, = «a 

lima, s, =ax. 
In der Tat ist 
at — Ap tp = (0 — 0) E F a, (E — x). 
Die Länge von (a — a,}x ist aber gleich 
|a—-a,|Y@x), mithin lim(a — as = 0 
und die von a,(® — z,) gleich 
[a | E — tp 2—z,), mithin lima,@—z,)=0. 
Daraus folgt 


lim (az — a2) =0 und lima, z, = ax. 
3. Wenn s, x, und y Vektoren sind und lim œ, =» ist, so 
folgt daraus 


' lim (x, y) = (x y). 
Man hat nämlich 


(y) — Y) = E = 2%) 
und (æ — x,, y) ist seinem Betrage nach kleiner oder gleich 


Væ = 2,2 — 2) VUY) 
(vgl. S. 408). ; 


Wenn 
lims, =x% und limy, =y 
ist, so folgt daraus 
lim (x, Yn) = (24). 
Dor Grenzwert des inneren Produktes zweier Vektoren ist gleich 
dem inneren Produkt ihrer Grenzwerte. 
Man schreibe, um dies zu erkennen, 
En Yn) = (nY) + Yn N): 
Wie wir wissen, ist 
lim (x, y) = (£y). 
Ferner ist (x, Y, — y) seinem Betrage nach kleiner als 


Yo) VUn — Ys Yn ~ Y) 


lim (xp, Yn Y) =0. 


woraus hervorgeht 
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Schließlich ergibt sich also lim (z, y,) = (xy). 
4. s =v, +v, +v +... sei eine konvergente Vektorenreihe 
und u ein beliebiger Vektor. Dann ist 
(us) = (6, y +%+...+9,)=(uy)+Wo)+...+(uy,) 
und ; 
(u s) = lim (us,)= (un) + uu) t. 
Insbesondere ist 
(ss) = (su) + (s0) + (sv) t... 
Sind die Vektoren v, ®,, %,, ... paarweise orthogonal, so wird 
(s0) = (U Va) F (W Ua) E o = vr) . 
Man hat also in diesem Falle 
(ss) = w n) + O v) +... 
d. h, die Norm der Summe ist gleich der Summe der Normen. 
5. Bilden »,, Va, vz, ... ein orthogonales Achsensystem, so ist 
die Reihe 
tj V F aa Va t agt tr. 
in der @,, %, Ay, ... reelle Zahlen sind, dann und nur dann kon- 
vergent, wenn die Reihe 
at’ ++. 
konvergiert. Daß diese Bedingung notwendig ist, ersieht man aus 
Nr. 4. Aus 
s = Q V F a Va F ag Yyteri 
folgt nämlich, wie wir zeigten, 
(s s) = (a, vis %2) + (da Vas Oy V) H ee 
=? +a a e i 
Wenn umgekehrt a? + a,? + a? +... konvergent ist, so gilt 
für die Partialsummen s, = @ v) +...-+a,», die Formel 
(Sm — Sps Sa — Sa) = Ony Hoo H Ane (m >n) 
aż} +... +a ist aber für n >v kleiner als s. Man hat also 
für m, n >v ; 
(Sm — Sns Sa ~ Sn) < E 
Daraus folgt die Existenz von lims,, d. h. die Konvergenz der 
Reihe a, v, + & v +... Die angegebene Bedingung ist daher auch 
hinreichend. ? 


1 Man kann das Resultat von Nr.5 auch so aussprechen: Eine Reihe 
paarweise orthogonaler Vektoren ist dann und nur dann konvergent, wenn die 
Reihe ihrer Normen konvergiert. 
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6. Man sieht motoris daB eine konvergente Reihe päarwcise 
orthogenaler Vektoren konvergent bleibt und ihre Summe nicht 
ändert, wenn man die Glieder der Reihe beliebig umordnet. 

v HY + vyt... sei eine solche Reihe und w+ u, -t 23 + 
eutstehe aus ihr durch Umordnen der Glieder. 

Da (vgl. Nr. 4) 


(u u) + (v, va) +) H 
konvergent ist, so ist auch 


\ 


(w; w) + (W, Wwa) + (t03 wg) + 

konvergent, folglich auch die Reihe w, + w,- w, -+ ... Wir haben 
also nur noch zu zeigen. daß ihre Summe c Ao der Summe s 
der Reihe v, -H v, +v +.. ist. PEUS 

Nimmt man in v +,-+... eine beliebige Partiaisumme 
s, =v Hot... +o, so wird bei genügend großem m die Partial- 
summe 0, = w, + w, +... Fw, die Glieder y, v,,..., ”, enthalten. 
Es wird also 


ee 1. 
(0, Bu In U (wa +1 a41) lv Cae va 42) AR 
sein, mithin auch 


lim (Ca — 8,, Om — Sp) = (0—5,,0-3)=(%, 41 Pay) +E SR ar 


Daraus folgt 
lim (s —s,, T — Ssp = (C — $, 6 — 8) = 
d. h. 
O= 8. 
Konvergente Vektorenreihen mit paarweise orthogonalen Gliedern 
sind also immer unbedingt konvergent. 


8 166. Zerlegung eines Vektors in bezug auf ein unenldliches 
orthogonales Achsensystem. 


Wir kehren jetzt zu den Betrachtungen in $ 164 zurück. 
rY, 29, 29, ... sei ein unendliches orthogonales Achsensystem und 
y irgend ein Vektor. 

Wir wissen, daß die Reihe 


yeod + ya p yrd. 


unbedingt konvergiert. 
Setzen wir nun 


(1) y=%+ (ya) zt + (y22) 22 Ei (y s3) 9 EE 
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so ist x zu allen Achsen g, c”, 2, ... orthogonal. Aus (1) folgt 
nämlich (vgl. 8 165, Nr. 4) 
(yan) = (xo) + (yz®) (ad zw) + (y c) CEEE 
d. h. 
(yz) = (z x) +- (y x™), 
(zgi 0: (n=1,2,3,... 

Wir haben also y durch eine Reihe dargestellt, deren Glieder 
paarweise orthogonal sind. Bis auf eins, nämlich z, sind diese Glieder 
die Projektionen von y auf die Achsen x). Das ist genau dieselbe 
Zerlegung, wie wir sie in § 164 für ein endliches. orthogonales 
Achsensystem hatten. 

(yz)x") nennen wir wie dort die a omponenis und y 


den Rest von y modulis =", «9, z®,... 
Wenn x= 0 ist, so sagen wir, daß y sich aus den Achsen 


also 


cd, x, «'®, ... linear zusammensetzen läßt. Die notwendige 
und Keu Bedingung für das Verschwinden von x lautet 
2) un = WPH yr yr. 


` Aus (1) ergibt sich nämlich, weil x, z™, s®,... paarweise ortho- 
gonal sind, 

€ I N N 

(8) (yy) = (2) + ys + yeh +. 

Es ist also dann und nur dann «= 0, wenn die Gleichung (2) 


stattfindet. i 
Wenn sich aus s™®, =, œ®,... jeder beliebige Vektor linear 


‚zusammensetzen läßt, so nennen wir dieses orthogonale Achsensystem 
ein vollständiges. Die Gleichung (2) muß dann für jeden Vektor y 


gelten. 
Ersetzt man y, durch 1 und alle übrigen Komponenten von y 


durch Null, so verwandelt sich (2) in 
(4 1 = (x) + CAE 
Die Quadratsumme der nt" Komponenten von ZU 2m rd. i8t 


also gleich 1. Das gilt für n = 1, 2, 3,. 
Ersetzt man y, und y, (m < n) beide ürch 1 und alle übrigen 


Komponenten von y durch 0, so geht die Gleichung (2) in fol- 
gende über 
= (0, ® -} wa)“ + (x, ® + w) an 
Hieraus ergibt sich unter Beachtung der Gleichungen (4) 
(5) w,” x, di A 2,9 + PA z, Ih, (m< n) 
27* 
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Die Relationen (4) und (5) besagen, daB die Vektoren 
un aD, ®, ches 
wD, u, 0,0, FE 


(6) 


1 2 (3) 
U U ae, 


ein orthogonales Achsensystem bilden. 

Umgekehrt läßt sich, wenn (6) ein orthogonales ne oe 
ist, die Vollständigkeit des orthogonalen Achsensystems g”, «2, g”, . 
beweisen. 

Es genügt sogar schon zu wissen, daß für n=1,2,3,... die 
Gleichung (4) stattfindet, daß also die Vektoren (6) Achsen sind. 
Dann läßt sich nämlich jeder der Vektoren 


10,0, 


T) DE 
OESO EEO RETA 
linear aus x, s®, z®, ... zusammensetzen. Dasselbe gilt folglich 


von jedem Vektor y, der aus einer endlichen Anzahl von Vek- 
toren (7) durch lineare Kombination hervorgeht, also von jedem 
Vektor 
(8) Yis Yas +» Yno OOTI 
dessen Komponenten mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen 
gleich Null sind. , 

Ist nun y oder 9%, Yz, Yz,- ein beliebiger Vektor und be- 
zeichnet man mit y” den Vektor (8), so gilt die Formel 

lim yo = y. 
In der Tat ist 
(y — y™, y-y®) = yiti H Yarat 
und da die Reihe 
n’ + Y%” + Y + . 
konvergent ist, so folgt 
lim (y — y, y — y™)=0, also limy” =y. 

Nun läßt sich y% linear aus &, s®, x®,... zusammensetzen, 
Man hat also 
yn. = (ygd) + (y® 29). + An 
Andrerseits ist 

y =z + (ys) e 4 (ys) s 4... 
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mithin 
y — y™® = z4 (yy, s) sD 4 (y — yM, a) sP +... =z tum, 
wobei wir 


ya = (y Lg y™, a) g (y a y”, 9) a2) str 
gesetzt haben. 


Da 
(vw) v™) = (y AR ya, voj -+ ly nr Ya, g2)? + an 


= (y — y™, y — y®) 


ist, so folgt 
lim (v ym) = 0, d.h. lim v™ = 0. 
Mithin ist 
lim (y — y") =z, d.h. x= 0. 
Es gilt also folgender Satz: 
Ein orthogonales Achsensystem 
aD, a, O, 
(9) win, 2, Em, Aal 
DO, mD, wd, n, 
ist dann und nur dann vollständig, wenn die. Reihen 
(æ) + (a, 9)? + (2,9)? + BE 
(2,9)? + CAD ia + (0,9)? an 
(a, 0)? + (2,9)? + (2,9) + $ 


alle die Summe 1 haben. 

Wenn man das Schema (9) um die Hauptdiagonale herumklappt, 
so entsteht das Schema (6). Ist (9) ein vollständiges orthogonales 
Achsensystem, so gilt dasselbe von (6). Denn außer den Gleichungen 

+? + KR MN?+... 1 n=1,2,3,...) 
gelten wegen der Vollständigkeit von (9) auch die Gleichungen. 
(on w) + (RM) +... == 0. (m =: n) 

Die Vektoren (6) bilden also ein orthogonales Achsensystem. 

Dieses ist vollständig, weil die Bedingungen 
(m)? +? Hm? +... =1 n=1,2,8,...) 
erfüllt sind. j f ; 

Ein endliches orthogonales Achsensystem kann nie vollständig 
sein. Sind =), g”, ..., x?) paarweise orthogonale Achsen, so ist 
wegen der Konvergenz der Reihen 


>, >, Ne 5 (x, 2)? 


422 Auflösung eines speziellen Systems linearer Gleichungen 


für genügend großes n 
(w + (0,2 +...4 (2, (P))% 2 1; 

Setzt man also y„=1 und alle übrigen Komponenten des 

Vektors y gleich Null, so ist y nicht in der Form 
y=q 04... Ha, aP 
darstellbar, weil dann 
q = (y= r, ...,0,= (yY) = a 
sein müßte und 
1= (yy) ee (9)? T (> ar ERS ar am)? 

Wenn a, «2, x9, ,.. ein unvollständiges orthogonales Achsen- 
system ist, so gibt es einen Vektor y, dessen Rest #» modulis =, 
g, 29‘... von Null verschieden ist. Normieren wir diesen Rest, so 
entsteht eine Achse, die zu allen Achsen =", x”, «®, ... orthogonal 
ist. Ist umgekehrt eine solche Achse x vorhanden, die zu allen 
Achsen eines orthogonalen Achsensystems =’, »”, æ”, ... orthogonal 
ist, so ist dieses System unvollständig. x ist nämlich sein eigner 
Rest modulis xY, g, 9, ... 

Wir können also ein unvöllständiges orthogonales Achsensystem 
auch dadurch charekterisieren, daB es eine Erweiterung gestattet, 
d. h. daß es eine Achse gibt, die zu allen Achsen des Systems ortho- 
gonal ist. Bei einem vollständigen orthogonalen Achsensystem ist 
eine solche Erweiterung unmöglich, weil jeder Vektor in bezug auf 
das System den Rest 0 hat. 
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ar, g”, x®, ... sei ein vollständiges urthogonales Achsensysten. 
Die Komponenten von =" bezeichnen wir wie bisher mit a %, 
a EAA 

Wir wollcu jetzt folgendes unendliche Gleichungssystem be- 
trachten: 
zu x, + P Ta 4- 2 D quee m Yi 
Ba tra tat. E 
ein tt... =, 


. . » . . . . . . . ` . . 


(1) 


Ys Yas Yz» +. Soll ein Vektor sein, d.h. die Reihe y? -+ y, E yt... 
soll konvergieren. Die Unbekannten x, x,, 2,,... sollen ebenfalls 
die. K 'mponenten einer Vektors sein, den wir æ nennen wollen. 


Orthogonalisierung linear unabhängiger Vektoren 423 


Dann lassen sich die Gleichungen (1) auch so schreiben: 


a = Yis (z x”) = Yis (ex) = Yzy e 
Da wegen der Vollständigkeit des orthogonalen Achsensystems 
gD a? gè) Y 
aa an 
g = (sa) ah 4 (gg) d- .. 
ist, so wird 


(2) z = h ai + Ya 2 +... 
Gehen wir nun umgekehrt von der. Reihe 
(3) E eia a a A 


aus, so ist zunächst zu bemerken, daß sie konvergiert. Denn es 
wird ja vorausgesetzt, daß yis Y» Yz»... .ein Vektor ist, daß also 
Wh? F Y” + Y? 4... konvergent ist. Daraus folgt aber, wie wir ge- 
sehen haben (§ 165 Nr. 5), die Konvergenz der Reihe (3). 
Bezeichnen wir ihre Summe mit x, so wird (8 165 Nr. 4) 


(er) y (ed 0) + yy (od i, = Ya 
d. h. z erfüllt die Gleichungen (1). 
Das Gleichungssystem (1) hat also unter den gemachten Voraus- 
setzungen eine und nur eine Lösung,. die durch die Gleichung (2) 
gegeben ist. 


$ 168. Orthogonalisierung linear unabhängiger Vektoren. 


Eine wichtige Rolle in der Schmivrschen Theorie spielt das 
Orthogonalisierungsverfahren, welches wir jetzt darlegen wollen. 

Wir betrachten zunächst ein System, das aus zwei linear unab- 
hängigen Vektoren u,v besteht. Daun läßt sich die reelle Zahl a 
so wählen, daß f 

u und vau 
zueinander orthogonal sind. Um zu bewirken, daß 
(u, v -+ au) = (uv) + a (uu) = 0 

wird, braucht man nämlich nur 
(u v) 
(u u) ; 
zu setzen. Da u,v linear unabhängig sind, so ist (wu) > 0. Wäre 
(uu) = 0, d. h. u = 0, so hätte man « = 0v, und u,v wären linear 
abhängig. 

Von deù n + 1 linear unabhängigen Vektoren 

u 


u 
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seien die z ersten paarweise orthogonal. Es sei also 

un u) = 0. neel2,..,n re) 

Nach der vorbin gemachten Bemerkung läßt sich die reelle 

Zahl a, so wählen, daß 

un und v+ a,u” 
zueinander orthogonal sind, daß also 

(u, v + a, um) = 0 
ist. Bildet man nun den Vektor 

vr tu" +...+a, u, 

so ist er zu jedem der Vektoren «®, w®, ...., u™ orthogonal. Um 
z. B. zu erkennen, daß er zu «“ orthogonal ist, beachte man, daß 
die Gleichung 


n 
(ud, y -+ CA ud + LA w? E a, uw) ER (ud, Y + a u») HÈ an (u0) ut) 
y=s 


gilt und alle Glieder der rechten Seite verschwinden. 

Die Vektoren 

wm, u. a Vvraud +... +a,um 

sind also paarweise orthogonal und außerdem linear unabhängig, 
weil ud, ..., u™, v es sind. 

Aus dem Obigen geht folgendes deutlich hervor. 

Wenn u, u, u, ... eine endliche Anzahl oder eine Folge 
linear unabhängiger! Vektoren ist, so lassen sich die Konstanten 


Gais gs gzs Qis Ayo Mga 
so wählen, daß die Vektoren 


vD = u, 
; v2 = a vd Hu, 
(1) vd = a, VD + a, VD + U, 


paarweise orthogonal sind. Man wählt zuerst a, so, daB v® zu vV 
orthogonal ist, dann a,,, a,, S0, daß v® zu v und v® orthogonal 
ist, usf. 

Den Übergang von dem Vektorensystem u), u®, u®, ... zu 
ud, v2, v”, ... nennt E, Scaumipr den Orthogonalisierungs- 
prozeß. „», v9, v®,... sind alle ungleich Null. 


1 Unendlich viele Vektoren heißen linear unabhängig, wenn jede endliche 
Anzahl, die man unter ihnen herausgreift, aus linear unabhängigen Vektoren 
besteht, 
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Dividiert man jeden der Vektoren , v2, v®, ... durch seine 
Länge, so ergibt sich ein orthogonales Achsensystem x", g”, z9, ... 
Avs den Gleichungen (1) ersieht man, daß die x sich durch 
die u in folgender Weise ausdrücken: 
a = an ud, 
(2) D? = o U + U, 
gd = A ud 4: Opa u? + Ogg u, 
Da die Zahlen 6,1» C32» C3»... alle von Null verschieden sind, 
so folgt aus (2) 
ud = 7n aD, 
Ud = yy Hy, 
u? = Ya ad 4 Yan g? + Yaa ad, 


8) 


Jeder Vektor, der sich aus einer endlichen Anzahl von Vektoren 
z™ zusammensetzt, setzt sich auch aus den gleichnamigen u” linear 
zusammen und umgekehrt. Das zeigen die Gleichungen (2) und (8). 
Wir nennen die Systeme ud, w”, u®, ... und =D, «9, x, ... wegen 
der angegebenen Eigenschaft äquivalent. 


Es ist leicht, das orthogonale Achsensystem explizite hinzu- 
schreiben. Man multipliziere die Determinante 


(ud um)... (md und) ud 
ES a ED 


(um u") ET (u) urzy) um 
mit 


Cni Cna ee 1 
und zwar derart, daß man die Zeilen von C, mit den Spalten von 
Un zusammensetzt. Dadurch ergibt sich 
(ED um)... (ad ur) g 
0,09 = BE ae were 
(Er ur) a 


Multipliziert man diese Determinante mit 
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EN 0 


und zwar nach Zeilen, so kommt 


| (ad 9)... (D a d 


C, 0, U™® = RN a, 
(E ED)... (am n=) gw | 
Andrerseits ist aber (vgl. § 172) 
| (ud um)... (u? u) ah (E a) a.a (8 2) | 
u BE =1. 
| (um u)... (uw u) ie (am za) i , (am zen) 


Bezeichnet man also die Gramsche Determinante von ud, 
u®,..., wm mit D, und setzt D, = 1, 'so hat man 


TEN D E T VERR Ne 


VD, D,’ VD Di VD Di; 
oder ausführlich geschrieben - 


qm 
a) = ; 
V1- (u® u) 
(ud uw) um 
xd (u® ut) u” | 
ec } 
(m yi0) (u u) (u) u®) 
wu). (ud u) (u ud) 
(u u) (u u) ud 
(8) yh D y (2) 
(u® uh) (uD um) u 
e (W ut) (uu) ud 


(uD u) (ud u) (ud uO 
(UD uD) (uD wD) (u® u) 
(u® u) (U w) (u u) 


l fe | (un Pros (ut u®) 


(u ud), (ud u”) |" 


& 169. Ergänzung eines unvollständigen orthogonalen Achsen- 
systems zu einem vollständigen. 


a, ga, gd, ... sei ein unvollständiges orthogonales Achsen- 
system, ‘i 
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Wir nehmen das vollständige orthogonale Achsensystem 


O U O 
BEER 


(1) ; 
; A SEE S 


und ersetzen jede seiner Achsen durch ibren Rest modulis 
g, a, dd, Die Folge dieser Reste sei z®, z8, %9, ... Jeder 
von ihnen ist (vgl. § 166) zu allen = orthogonal. Einige von den 
Resten x” können gleich Null sein. Sicher sind aber nicht alle 
gleich Null. Sonst ließe sich jeder der Vektoren (1) aus den x” 
linear zusammensetzen und dann wäre das System =, «9, g®, ..., 
wie aus $ 166 zu entnehmen ist, vollständig, während wir es doch 
gerade als ein unvollständiges voraussetzen. 

Wir wollen in der Folge x, z®, z®, .., die Streichungen vor- 
uehmen, die $ 173 vorschreibt. Es bleibe. dann y®, y3, 9, .. 
übrig. Diese y bilden entweder eine endliche Anzahl oder eine Folge. 

Aus y®, y”, y®, ... leiten wir nun nach dem in 8 168 dar- 
gelegten Verfahren ein äquivalentes orthogonaies Achsensystem 
un ya ua, AD, 

Dann bilden die « zusammen mit den x ein orthogonales 
Achsensystem. Je zwei œ und je zwei u sind orthogonal und 
ein.x und ein u sind auch immer orthogonal, weil jedes «'” sich 
aus y”, y”, ..., 4 linear. zusammensetzt und diese zu den = 
orthogonal sind. 


Es läßt sich zeigen, daß das orthogonale Achsensystem 


9 pis 3 
(2) N E D E NE eh fern 


vollständig ist.. Wir brauchen uns nur zu überzeugen, daß- jeder - 


der Vektoren (1) sich aus den Vektoren (2) linear zusammensetzt, 
und das ist fast selbstverständlich. 


Der n' Vektor (1) läßt sich nämlich so schreiben: 


„(2 
ae 9,0 gV + a, m? Hin. 


zw ist aber entweder Null oder man kann es aus einer endlichen 


Anzahl von u linear zusammensetzen. Der Ausdruck (3) setzt sich 
also linear aus den Achsen (2) zusammen. 

Damit ist bewiesen, daß man jedes unvollständige orthogonale 
Achsensystem zu einem vollständigen ergänzen kann. 


- 
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8170. Auflösung eines Systems linearer homogener Gleichungen. 


Wir betrachten ein System linearer homogener Gleichungen 
PAGEN HeT Tp ..= 0, 
(1) gen + anaa nn m 0, 
| E a E A E E N E E 
und nehmen dabei an, daß x’, «®, æ®,... ein orthogonales Achsen- 
system bilden, daß also die Relationen 
ae u” + De a + De DR + Em 0, 
an Ele 4 D wR + ph w + el 
gelten (m, n=1,2,3,..;mZ=n). 
Die Unbekannten z,, ta, Zg, ... sollen die Komponenten eines 


Vektors z sein, d.h. 3? + £,? + %,? +... soll konvergieren. 

Die Gleichungen (1) lauten dann. 

(1) = 0, = 0,..., (a). 

Die Lösung v = 0, die immer vorhanden: ist, wollen wir als 
trivial beiseite lassen, und nur nach Lösungen fragen, die ungleich 
Null sind. -Eine solche Lösung können wir aber normieren. Es 
handelt sich also schließlich um die Frage: 

Welche Achsen x erfüllen die Gleichungen (1), d. h. welche 
Achsen x sind zu jeder der Achsen =’, x”, x, ... orthogonal? 

Ist s”, «9, x®, ... ein vollständiges System, so gibt es keine 
derartige Achse, d. h. die Gleichungen (1) haben nur die triviale 
Lösung s = 0. 

Ist g”, x”, x®, ... ein unvollständiges System, so ergänze man 
es (vgl. 8169) durch Hinzufügung geeigneter Achsen u, w®, u®, ... 
zu einem vollständigen. = ist dann nach $ 166 in der Form 

w = (ga) + (maa H... 
+ (© ud) u + (a u?) u” Hees 
darstellbar, und man hat, wenn die Gleichungen (1’) bestehen 


(2) g= (x u») u? + (x u?) u”? EERS 
d. h. x setzt sich linear aus u®, u®, u®, ... zusammen, 
Wenn umgekehrt œ sich aus u®, u®, u®, ... linear zusammen- 


setzt, d. h. modulis u®, u, u®, ... den Rest Null hat, so erfüllt 
es die Gleichungen (1%). Aus (2) folgt nämlich (vgl. § 165, Nr. 4) 
(x a) = (eu ®) (uD gw) + (x w2) Pd) r...=0. 
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Man erhält also alle Lösungen von (l), wenn man auf alle 
möglichen Arten die reellen Zahlen o,, C3, Cg, ... so wählt, daß 
die Reihe 
(3) u t e u? + UP +.:. 
konvergiert. Das ist, wie wir wissen, dann und nur dann der Fall, 
wenn die Reihe e? +? +? +... konvergiert. 

Wenn X 

z= au Lu +... 
so hat man nach $ 165 
e)=o?+%°+. 
Jede Lösung von (1) ist also nur auf eine Weise durch (3) dar- 
stellbar. Aus 
au? t au? t... = ut +buUd +... 
würde nämlich folgen: 
(a, — bu + (a, — bu? +... = 0, 
also 
(a — b) + (a — b) toI. 

Drücken wir die Tatsache, daß œ modulis u, «2, u®, ... den 

Rest Null hat, durch die Formel » 

(4) z=0 (modd. ud, ud, u®, ...), 

so können wir sagen, daß die Gleichungen (1’) und die Formel (4) 
völlig gleichbedeutend sind. 


$ 171. Verallgemeinerung des Resultats in $ 167. 


Wir 'kehren zu dem Gleichungssystem (1) in § 167 zurück und 
schreiben es in der Form 
(1) E= y, (E8) = ys My: .- 

Damals nahmen wir an, daß =, «2, x®, ... ein vollständiges 
orthogonales Achsensystem bildeten.! 

Jetzt wollen wir den Fall betrachten, daß x), x, 9, ... ein 
unvollständiges orthogonales Achsensystem ist. 

Wir machen dieses unvollständige System durch Hinzufügung 
von ud, u, u®, ... zu einem vollständigen. 


i Yis Yas Ys- »-. sind die Komponenten eines Vektors, geben also eine 
konvergente Quadratsumme. Wenn wir diese Annahme nicht machen, gibt es 
Aberhaupt keine Lösung. Denn die Reihe (xs)? ist konvergent. 
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Setzen wir 
(2) (wud = n Cu) =E ta eey 
so ist v? -+ v, +v +... konvergent. Die Gleichungen (1) und (2) 
zusammen bilden also gerade ein System von der in § 167 be- 
trachteten Art. Man ordne die Gleichungen’ etwa so an 


(8) (sa) = h, mu”) = y, (sa) = Y, (vu?) = Ugs eee 
Sollte es nur eine endliche Anzahl von Gleichungen (2) geben, so 
kann man sie auch zuerst hinschreiben und dann die Gleichungen (1) 
folgen lassen. 

Aus § 167 ergibt sich dann, daß 
(4) | =y? Hyt... 

Hou +n,u®+.. 
die einzige Lösung von (3) ist. 

Wir erhalten demnach alle Lösungen von (1), indem wir in dem 
Ausdruck (4) v., Va, vz, ... auf alle möglichen Arten so wählen, 
daß v? -+ u? +v? +... konvergiert. 

Da die Norm von z gleich 


aa a ea n A a a a OE 
ist, so erhalten wir die Lösung kleinster Norm, wenn wir alle 
v, gleich Null setzen. Dann wird aber 


g =y II Hyt H.. 


8 172. Kriterium der linearen Unabhängigkeit. 


Bevor wir beliebige Systeme linearer Gleichungen betrachten, 
wollen wir ein Kriterium für die lineare Unabhängigkeit von 
n Vektoren v», v9, ..., v™ entwickeln, das nichts anderes als 
eine Verallgemeinerung des in § 134 behandelten Gramschen Kri- 
teriums ist. 

Wenn die reellen Zahlen c), cz, ..., c, nicht alle verschwinden 
und so beschaffen sind, daß die Gleichung 


(1) Ea O E E RS) 
stattfindet, so hat man zugleich 
e WPD) o WP +... + o OL = 0, 


(2) 6, (v2 vb) + 0y (v9 v2) 4 Pe + 6, (u? ve») =æ 0, 


6, (vr vr) En C, (vr) v?) + Das En Cn (vr v) = 0 y 
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Die linken Seiten sind die inneren Produkte von c o? +... -+ e, v% 
mit r, u, ..., 0”. "Sie sind gleich Null, weil 4 v®. +... o va 
gleich Null ist, 

Aus (2) folgt aber, da die e nicht alle verschwinden 


(v uY) (v 1) ve) Jx [ud um) 


w? vb) (v2 %3) CH (v? v) $ 0 : 


. . . ` . . 


(vi uth) (ai v2) NR (vi) vr) 


Die hier auftretende Determinante wollen wir die Gramsche Deter- 
ininante der Vektoren v®, v®, ... v'” nennen. Ihr Verschwinden 
ist also für die lineare Abhängigkeit notwendig. 

Wenn die Vektoren v), v2, ..., v” linear unabhängig sind, so 
lassen sich, wie wir aus $ 168 wissen, die reellen Zahlen e,,, &,» 
Sags gps Caas Cago -+ derart wählen, daß die Vektoren 
ER vb, 


2 i2 
g? = Co) vd + Cag v J 


nE pa ih D t } e 
= aa Ea E T A 


ein orthogonales Achsensystem bilden. 
Nun ergibt sich durch Multiplikation nach Zeilen 


A (Wda (Du)... (dom) | on OAAS 


ly 2 D) (Cia a2) p Daa Fr („9 sin) Ole ir 


wi vi”) (u vi) a i (0 Y 5) läto 0 CEA 10% 
(vi aD) (vi a!) AS, o" g) 
(u? 2) (vu? >) ar (v2 x) 
(vr) x 2) In) ah) RR (w. g) 
N y 
und 


(aa v) (29 v”) SOS (x? vw) EURED 0 
(2 w1) (a" v2) EIER (a ir) Le) 
(dd) (DER), . , (D ze) 
A 2) „’2) (AU) min) 
(ER a a Oa 


(dd) (wD a (DA oa 0... 0 


(ar a™) C x2) EEN (am a) 
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Demnach ist 
(du) (DD (V y) 8590 7:0 
(Pr) WW)... (vP vw) | RAND er 


(vr vd) (vw v2) CH (vr vi) ale 

Daraus ersehen wir, daß n linear unabhängige Vektoren eine 

positive Gramsche Determinante geben. Das Verschwinden der 

Gramschen Determinante ist also für die lineare Abhängigkeit auch 
hinreichend. 


© 


mi © 


o 


an 


$ 173. Verwandlung einer Vektorenfolge in eine äquivalente von 
linear unabhängigen Vektoren. 


vd, v9, v9, ... sei eine beliebige Vektorenfolge. w® sei der 
erste von Null verschiedene Vektor, den man beim Durchlaufen der 
Folge antrifft, w® der erste auf w” folgende Vektor, der nicht die 
Form c, w‘” hat, w‘® der erste auf w® folgende Vektor, der nicht 
die Form o,, w® + o,, w® hat usw. 

Jedesmal kommt ein Vektor w neu hinzu, der sich nicht aus 
den bisherigen linear zusammensetzt. Ob ein Vektor diese Eigen- 
schaft hat, kann man mittels der Gramschen Determinante fest- 
stellen. 

Es ergibt sich durch das obige Verfahren entweder eine end- 
liche Anzahl oder eine Folge von Vektoren w, die so beschaffen ist, 
daß sich jedes v™® durch eine endliche Anzahl von w™ linear 
ausdrückt und umgekehrt. 

Zwei solche Vektorensysteme nennen wir äquivalent (8 168). 

Es ist klar, daß die Vektoren w linear unabhängig sind, d. h. 
daß jede endliche Anzahl solcher Vektoren aus linear unabhängigen 
besteht. Wir haben die Vektoren w gerade so gewählt, daß kein 
w® sich aus den vorhergehenden linear zusammensetzt, 

In jeder endlichen oder unendlichen Vektorenfolge gibt es also 
eine äquivalente Teilfolge linear unabhängiger Vektoren. 


8174. Reduktion eines Systems linearer homogener Gleichungen 
auf die Normalform, 


vd, va, v9, „.. sei eine beliebige Vektorenfolge und œ ein un- 
bekannter Vektor, der den Gleichungen 
(1) Wa Ward 0,. Wet... 
genügen soll. 
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Nach dem in’ $ 173 dargelegten Verfahren suche man in 
ud, v”, v®, ... eine Teilfolge w®, w®, w®, ... linear unabhängiger 
Vektoren auf, die mit v®, ‚u, v®, ... äquivalent ist. Dann ist das 
Gleichungssystem (1) mit dem Gleichungssystem 

(2) (Wa) = 0, (Wr) =0, WUr)=0,... 

äquıvalent, d. h. jeder Vektor x, der den Gleichungen (1) genügt, 
erfüllt auch die Gleichungen (2) und umgekehrt. 

Jeder Vektor w setzt sich aus einer endlichen Anzahl von 
Vektoren v linear zusammen und daher jedes (wx) aus einer end- 
lichen Anzahl von (vx)., Ebenso setzt sich jeder Vektor v aus einer 
endlichen Anzahl von Vektoren w linear zusammen und daher 
jedes (væ) aus einer endlichen Anzahl von (w æ} 

Nun wollen wir aus w®, w®, w®, ... durch das in 8 168 an- 
gegebene Verfahren ein äquivalentes orthogonales Achsensystem 
a, a, 2, ... ableiten. Dann erhalten wir ein mit (2), also auch 
mit (1), äquivalentes Gleichungssystem 


(3) lt et =, ,.; 
das die in $ 170 betrachtete Normalform hat. 

Den Übergang von (1) zu (3) wollen wir die Reduktion auf die 
Normalform nennen, den Übergang von (1) zu (2) die Reduktion auf 
ein System unabhängiger Gleichungen. 


$ 175. Direkte Behandlung eines Systems von unabhängigen 
linearen homogenen Gleichungen. 
wd, wP, w®, ... sei ein System linear unabhängiger Vek- 


toren und 
Dan a) 
gI = o wY, 


DATA 41) 2) 
a = Co, W + érg W! ’ 


(3) iD (2) (9 
"= 0, W + Cyg WI + gg W, 


das äquivalente orthogonale Achsensystem, das man nach dem Ver- 
fahren in § 168 findet. 
Das Gleichungssystem 


(1) (Wwa) = 0, (wP) =0, (wz) =0,... 
ist dann äquivalent mit 
(2) | CIA =0, r= 0, = 0, 


Die Lösungen von (2) sind, wenn «', x®, x, .., ein unvollständiges 
Kowarewakı, Determinanten 28 
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Achsensystem ist, kongruent O modulis u», u®, w®, ... Dabei 
sind u, w2, u, ... derart gewählt, daß 

a AO EO 
ein vollständiges orthogogales Achsensystem bilden (vgl. § 169), 

Wenn man von irgend einem Vektor y seinen Rest modulis 
ad, xP, ... bildet, so ist dieser kongruent O modulis u”, u”, u®,... 
Man hat nämlich 

y = (y a”) a) + (y 2) 22 + aan 
+ yudu p (yuu +..., 
und der Rest von y modulis x, g”, x, ... lautet also 
(yud + (yuu? +... 

Der Rest eines Vektors y modulis z®, z®, «9, ... ist hiernach 
_ immer eine Lösung von (2), also auch von (l), und man kann durch 
passende Wahl von y jede Lösung erhalten. Setzt man nämlich y 
gleich der Lösung selbst, so ist .y sein eigener Rest modulis 
gD, gD, a n.. 

Der Rest x von y modulis g®, 22, s®, ... ist gleich 

y — yD ad — ys) —..., 
also gleich 
lim{y Bk (y aD) gD =... m ly x") at, 
ey — (ys) — ... — (ya) ist aber der Rest von y modulis 
dd, ..., ae, 

Man muß also zuerst den Rest x” berechnen und findet dann x 
durch Grenzübergang. 

x» läßt sich nun direkt durch w”, w®, ..., w™® ausdrücken. 
Man braucht also zur Berechnung von z® gar nicht die Normal- 
form (2), sondern kann direkt mit dem System (1) operieren. 

x" können wir in folgender Weise als geänderte Determinante 


schreiben. 
(ad Ab) SR (xD zw) a) l 


B w = 


(EaD) nn (da) im 
way... ya) Y 
Diese Determinante reduziert sich nämlich, da x, s2, x”, . 
ein orthogonales Achsensystem ist, auf 
. Denen LO EN 
z Coe ia A =y — (yad) —.,..- (y), 
var)... (Y2) y 
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Multipliziert man nun die Determinante 
(w® w™) Ace (w® ww) w? 


(ww w) P we urn) A 
; yw) ... GW y 
zweimal mit 


%, 0 00 
CE CR 0 0 
C, = ER s $ 
Cal On2 Can 
0 0 01 
so kommt 
j (VD). (ad a am 


(az) 2. (a ae) am 
(y x) Man (y 2”) y 


Es ist also 
: (WD od)... (W w) wD 


(u ui N à (om vo) en Oman 
lyw) ... (Yw). y 
Andrerseits gilt aber (vgl. 8 172) die Formel 
(WD wD)... (Wi) wm) 
N RUE INTER EG ee 
(wir wi)... (w0 ww) 
Mithin ist 
(WD ud)... (Mid vom) 1 
(ww u)... (0d om) am 
Wu... yw) y 


PAE HER A PER a A AAA ER ; 
em o 
? | (om ui. . (wir w) | 


und wir können sicher sein, daß limz™ =» existiert und eine 
Lösung von (1) ist. Ferner wissen wir, daß wir durch passende 
Wahl von y jede Lösung von (1) auf diesem Wege erhalten können, 


Der Nenner von z% ist nach § 172 positiv. 
28* 
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Wir wollen noch eine Formel für die Norm von x" ableiten. 
Da z® zu =, x, ..., x” orthogonal ist, so hat man 


(a y) = (xm g) -+ Sw a”) (g™ a) ) Es (g9 K), 
va 


Um (x«"x") zu erhalten, genügt es also, das innere Produkt 
von x" und y zu bilden. 

Nun ist der Nenner von x” eine reelle Zahl und der Zähler 
hat die Form 

Aw) +... H Aw” + Ay, 
wo die A wieder reelle Zahlen sind. Sein inneres Produkt mit y 
lautet also : 
A Ww®y)-+...+4,(w®" y) + Ayy) 
Es entsteht aus dem Zähler von x”, indem man 
wY, oh ww, y 

bezüglich durch 


(wy), ..., (ww y), (yy) 
ersetzt. 


Daraus geht hervor, daß 
(w w®) A (wY w™) (wi) y) į 


(wm we) } en (ww w™) (wm y) 
ya») ... yw) (yy) 


arm) = ar y) = FT ww)... (W w) | 


(um w™) En (wi rs 
"ist, also (vgl. $ 165 Nr. 3) 


(wi) w) Ben: (wV w™) (w y) 


(w w”) er, (w ww) (u Y) 


y wE UA (yy) 


(xx) = lim (#" x") = lim —— (WD u)... (w wo) 


| (1 w”) AR (ww w) 


Der Zähler des Bruches (xx) ist die Gramsche Determinante 
der Vektoren w”, w®, ..., w®, y, der Nenner die Gramsche De- 
terminante der Vektoren w™®, w®, ..., w® Da 


(2 zo) = (yy) — (ya —... — (ya)? 


2 ! 
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ist, so nimmt (x x") bei wachsendem n sicher nicht zu. Da ander- 
seits (x zw) = 0 ist (vgl. § 164), so sieht man hier auf eine neue 
Weise, daß lim (x x") existiert, und es zeigt sich zugleich, dab 
(x zw) absteigend nach diesem Grenzwert konvergiert. 

Wenn lim (x z% = 0 iey so liefert der Vektor y nur die 
triviale Lösung v = 0. 

Liefern die Vektoren 


1, 0,0 0, 
07.120,20, 
0 OEEO, ns 


die wir der Reihe nach mit y™, y”, y®,... bezeichnen wollen, alle 
nur die Lösung x = 0, so bedeutet dies, daß ihre Reste modulis 
gD, ga, x®,... alle gleich Null sind. Dann ist aber (vgl. & 166) 
das Achsensystem g, x, =”, ... vollständig und die Gleichungen (1) 
haben nur die triviale Lösung v = 0. Die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für das Eintreten dieses Falles sind also 
folgende: 
(wW od)... (wid wm) (w yR) 


(w w) RE (wi ww”) (wir) y”) 
(y® w®) N say) ur). (y® YES 
a E O a 


(w w®) DEN (wW™ w™) 
oder, wenn man die Komponenten von w°) mit w, ww, w), ... 
bezeichnet, 
(ww)... (wid om) w 
(wir) w) Yen, (ww ww) w” 
A E E PA 1 
(4) lim e I. H I (k=1,2,8,...) 


ER, (wi) w”) MR (wV w™) 


i (w™ u) FR, (wr w™) | 
Das System (1) hat dann und nur dann außer der trivialen 


Lösung x = 0 noch andere Lösungen, wenn wenigstens einer dieser 
Grenzwerte positiv ist. 


4 
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Um nun alle Lösungen des Systems (1) zu finden, kann man 
so verfahren. . 

Man bildet für jeden der Vektoren y®, y”, y'®,... den Rest 
modulis xD, z, =, ..., in der oben angegebenen Weise durch 
Grenzübergang. Die so erhaltene Folge z%, 32, 59, ... verwandelt 
man in ein äquivalentes orthogonales Achsensystem u, w, u, ... 
Dabei hat man das in § 173 und $ 168 dargelegte Verfahren zu 
benutzen. Alle Lösungen von (1) lassen sich dann linear aus den 
Lösungen u®, u”, w®, ... ableiten. Da 


u +,u?+...= lim (gut +... H cm un) 


ist (3? + 0,2 +... konvergent), so können wir auch sagen, daß die 
Lösungen von (1) teils endliche lineare Kombinationen von 3%, 
32, 3®,.... sind, d.h. Ausdrücke von der Form 

+ ®+...+a,3”, r=1,2,3,...) 
wo die a beliebige reelle Zahlen bedeuten, teils Grenzwerte von 
Folgen, die aus solchen Ausdrücken bestehen. 

Jede konvergente Folge von Lösungen bat übrigens als Grenz- 

wert wieder eine Lösung. Das folgt aus § 165 Nr. 3. Man sagt 
auf Grund dieser Eigenschaft, daß die Lösungen von (1) eine ab- 
geschlossene Menge bilden. 
Wir können das System (1) als gelöst betrachten, und auf diesen 
Standpunkt stellt sich auch W. Scumupr, wenn uns eine Menge 
von Lösungen bekannt ist, aus der wir durch die beiden folgenden 
Operationen alle Lösungen finden können: 

1. Lineare Kombination einer endlichen Anzahi von Lösungen, 

2. Übergang zu dem Grenzwert einer konvergenten Folge von 
Lösungen. ; 

a”, 39, 39, ... ist ein solches System von Lösungen. 


8 176. Systeme inhomogener linearer Gleichungen. 


Wenn ein inhomogenes System linearer Gleichungen vorliegt, 
(1) (u z) = Y (w? x) = Ya (u. v) = Yg s 
so können wir es so reduzieren, daß die Vektoren v linear unab- 
hängig sind. Wir suchen einfach in v®, v®, v®, ... eine äquivalente . 
Teilfolge w®, w, w®,... von unabhängigen Vektoren auf und be- 
zeichnen die entsprechende Teilfolge von Yyy, Y3, Ygs... Mit M, Ng, 
-hgy ++- Betrachten wir nun das System (1) und das System 


(2) wD =m Wed). Wen... 
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so ist jede Lösung von (1) eine Lösung von (2); denn die Gleichungen 
(2) kommen alle in dem System (1) vor. Es ist aber auch umgekehrt 
jede Lösung von (2) eine Lösung von (1). 

Jedes (v™ x) ist nämlich eine lineare Kombination einer end- 
lichen Anzahl von (ws) Wäre y, nicht dieselbe lineare Kombination 
der entsprechenden », so würden sich die Gleichungen (1) wider- 
sprechen. Schließen wir diesen Fall aus, so ist jede Lösung von (2) 
auch eine Lösung von (1). 

Um nun (2) weiter zu behandeln, wählen wir die Konstanten 
Cis Cas Cag» -++ derart, daß die Vektoren 


DIE: 1 
a! ja ae ĉa w! )) 
Mas GY (2) 

(3) g” = op wW E Oga W, 

5 FAJA a) (2) 9 
a = Cy, WY F Ogg WP + Cog WD, 


ein orthogonales Achsensystem bilden, und setzen 


Èi = Cus 
É, = 0, 1h + Gar 
Es = 01 + Csa M F Oss Mgs 


Dann entsteht jede ‚Gleichung des Systems 
(3). ah Po a... 


aus einer endlichen Anzahl von Gleichungen (2) durch lineare 
Kombination. 

Hat also (2) eine Lösung, so gilt dies auch von (4). Nun ist 
aber die Reihe 

(x a + (x «9)2 + (x «9% ian 
konvergent (vgl. § 164) Demnach muß, damit überhaupt eine Lösung 
existiert, die: Reihe : 
Š r i aie e T aa E 

konvergieren. 

Ist dies aber der Fall, so haben wir ein System vor uns, wie 
wir es in $ 171 betrachteten. _ 

Bilden x, x®, x, ... ein vollständiges System, so gibt es nur 
die eine Lösung 


(6) seh H... 


Bilden x, z, x'®, ... kein vollständiges System, so ist (4) die 
Lösung kleinster Norm (vgl. § 171). 
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Aus (5) ersehen wir, daß 
s= lim (£ 2 +... + 8,0) 
ist. Dies gibt uns ein Mittel, die Lösung kleinster Norm direkt zu 


berechnen, obne mit dem System (4) zu operieren. 


Wir können 
Wer... + 5,2” 


in Form eines Determinantenquotienten schreiben, und zwar s0: 
(2P D)... (D za) ib 
(oR N)... (ar) in 
a N 
ET (A? L)... (ze) 


(N 20)... (E i) | 
Die Auflösung der Gleichungen (3) nach den w möge lauten; 
wid == Hi aid, 
wa = Ya AD -E 7 aid, 
vw? = Her a» 4- Yas xD + Yaa ad, 


Multiplizieren wir den Bruch x" im Zähler und Nenner zwei- 


mal mit 
OEREERONEO 


Ya Das 2:09 


Yai Ina °*" Yan 0 
oa 
so ergibt sich 
(wid wo)... (wid wm) wi 
(wer u)... (om im) a 
a FE iMa 0 


TR = (wi uw”) Dt (w .o") 


(m wid)... (ww wi) 
‘Wenn überhaupt eine Lösung von (1) existiert, 80 konvergiert x” 
gerade nach der Lösung kleinster Norm. 
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Es genügt aber, diese eine Lösung zu haben, weil man jede 
andere aus ihr durch Addition einer beliebigen Lösung des homo- 
genen Systems 

(wtr) = 0, (Wz) =0, (wr) = 0 
erhalten kann. 

Wir wollen jetzt noch die Reihe &°+&,°+... betrachten, 
deren Konvergenz für die Lösbarkeit von (2) ae i und hin- 
reichend ist. 

Man schreibe &° -+ a é? in der Form 


£ uan (œ zz) & 


A (ai. ana ; 
: Eh 


T. SO F 
i (a. . (a9 | N 
und zmultipliziere im Zähler ‚und Nenner zweimal mit 7). Dann 
ergibt sich 2+... + £,? gleich, 


(w w®) ER, (w® w™) Un 


(w) u”) Sa (wir) ww) A 


ME m, 
(wi w) ; e. (w ST 


- 5 ot Nr Ns 


| (wr wY) Bkit (ww w™) 
und Son nr, ist nichts anderes als die Reziproke (vgl. § 103) 
der quadratischen Form 


au 
> (w0) w) = (ek ? 
T, 8 


Da 


- EHEH. tHE SE 
ist, 80 durchläuft 


bei zunehmendem n eine aufsteigende Folge. Nimmt es dabei über 
alle Grenzen zu, so hat das System (2) keine Lösung. Bleibt es 
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dagegen unterhalb einer endlichen Grenze, so ist das System (2) 
lösbar. 

Man kann das Kriterium schließlich noch auf eine andere Form 
briogen, indem man die Konstanten &,], C31» Cag; »-- berechnet. 

Aus 


Gate tat mt +” 


LEER 
= D of Nr Na 
1,3 


ergibt sich (durch Differentiation nach 7,) 
Canlar h Heee H nm) oR m HH H ORN, 


so daß man hat 


(n) 
Oin Siny Onn 


Can 


Die letzte Gleichung zeigt uns, daß 


Jaa we i Wari 
Cin = pym? aiso 0% = ip 


ist, wenn wir die Gramsche Determinante von w®, w®, ... w mit 
W0) bezeichnen. Die W% sind positiv, weil die Vektoren w, w®?,... 
linear unabhängig sind (vgl. 8 172). 

Nennen wir die algebraischen Komplemente, die zu den Ele- 
menten der letzten Spalte von W% gehören, 


( 
wh, WSR, ores we, 
so ist o® = w®:w® und 


wi 1 4 R es W nn 


Caah F- e F Cann = we pesi mn » 


mithin 
s BE 2 
(n) mh? (wo Aam +H HAN 
Ora Nr Ns = y tii mra — 
>> re Urle = mW wo w® 


y LAY RGALA TEE ALATLN EN 
Wa wo aa 


Das System (2) hat dann und nur dann eine Lösung, 
wenn die unendliche Reihe 


~ 


(6) co (wp m+ wo) n+...+ w" An)" 
Dee E AY 


oder, ausführlich geschrieben, die Reihe 
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(oP. w™) wA (w® w”— y h ’ 


(ww)... (wm w=) 7 | 


oo 

REEL TUE I ELF AEE n - 
e (D yy) (D gypin — I) , 

> PEEN aa O a] 


w... | 


(dm)... (w= DnD] | oww)... (w w) 
konvergent ist. 

Dieses Kriterium läßt sich am einfachsten unter Benutzung der 
am Schluß nach § 168 aufgestellten Formeln herleiten. Nach jenen 
Formeln lautet nämlich das mit (2) äquivalente System (4) ausführ- 
lich geschrieben so: 


| (ud 0)... (W wa) (wW a) 


| (wm u)... (W a) (w a) 


TS... a RE TR... N fi 


(w-d wd)... (ward w-d) | (mm au) a (wi) w) 


(wY w”) RR (wi ar) 7 


| (w w”) Akap} (w™ we) N, 
TU TAT Tr 


(wird)... (wD n= D) fo wW)... (W w) | 
m= 1,2,8) 


Wir kehren m zu der quadratischen Form 
(0) D DIR By E EE R 


zurück und wollen ñ, ngs- n, der Bedingung 
eia k ala a e 


unterwerfen. Die Form hat dann einen größten Wert, der M, heißen 
möge. Man sieht sofort, daß 
; M, = M, +1 


ist. Denn 
1,..„n+i1 


SOR NN, 


7,8 


bleibt größer als die Form (7), wenn man nayi = 0 setzt. 
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Nun sind zwei Fälle möglich. Entweder wächst M, bei zu- 
nehmendem z über alle Grenzen oder es konvergiert nach einem 
endlichen Grenzwert. 

Ist im M, =M endlich, so sind die Gleichungen (2) sicher 
lösbar, so oft die Reihe 

Mt HN 
konvergiert. Man hat nämlich 
1.. 


s oi Nr, = (m? + M? G EN J> wE 


& ACER CAEI PERL En, 
Sk = nn Babe 

; EO Vêt Ft 
und daher 


= = Ssm’+m°+-...)M. 


Wenn re die Gleichungen (2) lösbar sind, so oft die 
Reihe 7? -+ 1,” + n? +... konvergiert, so ist lim M, endlich. 
Die hier gemachte a gr läßt sich auch so formulieren. 
Sobald 7? -+ na^ + 732 +... konvergiert, soll auch die Reihe 
i (um)? + i MN)’ tr. 
konvergent sein. 
Wir werden beweisen, daß dann eine Zahl M existiert, welche 


die Ungleichung 


(8) (c11 1)? + (Cor Mm tt... <M 
erfüllt, sobald wir die der Bedingung 
(9) e u a a Pie EL 5 


unterwerfen. Dann ist nämlich, wenn wir 


mw Htn.+.. tm = 
und alle andern ņ gleich Null annehmen, 


Irak 
Solıan<l, (m+n t+ =), 
also auch g 
M, <M 
und daher lim M, endlich. 
k sei irgend. eine der Zahlen 1, 2, ... Gibt es eine Zahl M®, 
die unter der Bedingung 


i j Nk + Nki | 
die Ungleichung 8 


(Orem)? + (rn F Ra ar)? + < M” 


Systeme inhomogener linearer Gleichungen 445 


erfüllt, so existiert auch eine Zahl M, die unter der Bedingung (9) 
der Ungleiohung (8) genügt. 

Man hat nämlich, wenn zwei Reihen uw +..: und 
v? + v? -H . .. konvergieren, 


Vea +a) +y FoP He 
ayu tup... +y Fh? t... 
Hiernach wird 
V (eu m)? + (Cz m Ze m F Z 
= Y (en MPH- HlO t tat - 
+ Ver Fe Fkt F Oon 
Im Falle 4? -+ n? +n? +... = 1 ist nun 
nt nket Sl, 
also die letzte Wurzel kleiner als YM®. 
Beachtet man ferner die Ungleichungen 
(ı N = BO Cak—i R £ (enı Ar se +0, k-1) (m? Toeren Nk-1) 
Soi te. t Ok- 
und bedenkt, daß die Reihen 
De , Do, a >, k-1 
konvergieren!, so ergibt sich die Existenz einer Zahl M, die die 
Ungleichung (8) erfüllt. 
Wenn also kein solches M vorhanden wäre, so könnte auch 
keine der Zahlen M® existieren, 
Dann ließe sich aber folgendes machen. 
Man wählt ein Wertsystem 
N T, ».. mit der Quadratsumme 4 
derart, daß 
(cia m)? + (01 h F Coa 9) t..- >, 
ist und dann die Zahl p so groß, daß auch 
(10) loam)? t -e + Op- h F eoe Fur 1p) > E 
wird. Dabei ist dann 
+... tp-=}- 


1 Sie entstehen aus der Reihe (8), indem man alle y bis auf 7, oder ny... 
‘oder 7,_, gleich Null und dieses eine ņ gleich 1 setzt. 
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Ebenso wird bei passender Wahl von g(>p) und 7,, gyn Mei 
(11) (Cpp p) ee MO E O 9-1)" iR 
während zugleich au 

Lk a u HERE 
ist, usf. K,, K,,... sind irgendwelche positiven Zahlen. 

Die in den Ungleichungen (10), (11), ... auftretenden 7 geben 
eine Quadratsumme, die konvergent ist, weil die Reihe 3 +4+4-+.. 
konvergiert. Es müßte also für dieses Wertsystem M, Mas ngs - 
die Reihe (8) konvergent sein. 

Nun ist aber z. B. 


Ve mr. Fr + Cph) F. (0-1,1 Mt Hong 1) 


größer gleich 


Ve, Cpp ns rer +e- -1,p lp Fan AA 1 M- m 


A Cah + 0 122-1) mat: e wih t- +G- ETL 


also nicht kleiner als 


VK, Eei že ar na Ar EAN] F 2-1) z 
Setzen wir nun z. B. ' 
= 1, 


oo 2 
K, u > (0,2, + Be) 
P 


oo y 2 
| "yet it FAR el) 
q 


so wird die Reihe ke n? + i M + 69 Bi +. deent obwohl 
m? + na? + 1? +... konvergent ist, 
.Damit haben wir die Existenz von M bewiesen. 


a7 
$ 177. Das Maximum von > om t,&, unter der Bedingung 
rt... el. 
Das Wertsystem &,, zs <. -s &,, das 
1,43% 
(1) > eh 


zu einem Maximum macht und zugleich der Bedingung 


. in) = 
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(2) B tG Hkg 


genügt, orfüllt ein Gleichungssystem ton der Form 


(n “ 
Mat... ton =t, 


Mo, n s 
niat. -t oni, = 4⁄4 T 


und A ist die größte Wurzel der Gleichung 


(ea (m) 
Onr — Å, On, “or, Øn 
(n) (n) In) 
(8) Ws, Wa — Ap ess On o. 
ok , N sanis Onn = 


Zugleich ist aber A gerade der Wert jenes Maximums. 

Man kann das z. B. auf folgende Weise erkennen. 

Es gibt eine orthogonale Transformation, die die quadratische 
Form (1) auf die Gestalt 


(4) + 62 +...+4,62 
bringt, A), Ay,» .., A, sind dabei die Wurzeln der Gleichung (8), 


Jeds mit der entsprechenden Vielfachheit gerechnet (vgl. & 116). 
Ist à die größte unter den Zahlen 2,, Ay, ..., A,, so hat man 


+ FL SEM... +EN)-R. 

Kein Wert von (4) ist also größer als 4, und A ‚wird auch wirklich 
von (4) angenommen, und zwar für ein Wertsystem, das der Be- 
dingung (2) genügt. Ist z. B. 2 = 2, so setze man £,= 1 und alle 
andern Z gleich Null, 

Man erhält also die Gleichungen, die die Stelle des Maximums 
bestimmen, indem man die Ableitungen von 

EHRE AH. + 

gleich Null setzt. 

Daun sind aber, wenn man die orthogonale Transformation 
wieder rückgängig macht. die Abieitungen von 

Dotta s= 1,2... n) 

gleich Null zu setzen. _ 

Die in 8176 mit M, bezeichnete Zahl ist nach dem Obigen 
die größte Wurzel der Gleichung (3). 

Die Wurzeln von (3) stehen nun in einer einfachen Beziehung 
zu den Wurzeln der. Gleichung 
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(wd wd) — p, (wd w), aay (WP wm) 
(5) (w2 w®), (w2 w?) 0,20 (w? w) eg 
(ww um), (w wd), 2... (WW wm) — o 


Multipliziert man die linke Seite von (3) mit 
| (wid ib) (wid w)... (wid w) | 
(w? wd) (w wD)... (w ww) 


| (w u) (wi wi) hatos (wi) w) 
so ergibt sich auf Grund der Bedeutung der œ% 


1- A (WD ud), — A (WD wA, 22, — A (w wm) 


| 
— A (wW? wd), 1— A (wd Ww), aa, m À (w ww) | 


S0; 


Eu rl (wir) u), RUN A (wir) w”), RAS Ihe y4 (w™ w) 
Hieraus ersieht man, daß die Wurzeln von (5) die reziproken 
Werte der Wurzeln von (3) sind, also Ä 
Aal 1 
F ’ mw SOSH ST 3 
Der größten Wurzel von (8) entspricht die kleinste Wurzel von (5), 
also dem größten Wert der Form i 


len 

Dentt +... th=) 
der kleinste Wert der Form | 

LER r 

D i (++) 


Bezeichnen wir mit m, den kleinsten Wert der letzten Form 
(unter der Bedingung &?+...+ 6? = 1), so durchläuft 


Ma = M, 
bei zunehmendem n eine absteigende Folge. Diese hat entweder 
einen positiven Grenzwert oder den Grenzwert Null. 
Die Bedingung „7,? + 7? +... . konvergent“ ist dann und nur 
dann für die Lösbarkeit des Systems 
(wda) =n, Wen, (wda) = h -- 
hinreichend, wenn 
lim m, > 0 
ist, 
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8178. E. Scnmpes zweite Auflösungsmethode eines inhomogenen 
Systems linenrer Gleichungen. 
Wir wollen jetzt das in $ 176 betrachtete System 
(1) (w? x) = h, (w 2) = 1, (wa) = hgs -5 
wo ie w ein System linear unabhängiger Vektoren bilden, auf eine 


andere Art behandeln. 
Wir bezeichnen die Vektoren 


1, wP, wD, ... 
N, 00, WM, 2er; 
ne 
der Reihe nach mit 
vd, v”, ud, Bes 


und den Vektor 
ee EAS 


mit X. Außerdem brauchen wir noch den Vektor 
PEOFTONREET 
bei dem alle Komponenten, mit Ausnahme der ersten, gleich Null 


sind. Ihn wollen wir v® nennen. 
Die Gleichungen (1) lassen sich jetzt in folgender Form schreiben: 


(w X)=0, W2 X)=0, . 
Außer diesen erfüllt X noch die Gleichung 


CPA RE 
Wenn œ eine Lösung von (1) ist, so ist X eine Lösung von 
(2) (v X)=1, WX)=0, WPX)=0,.... 


Ist umgekehrt X eine Lösung von (2), so ist die erste Komponente 
von X gleich 1 und die folgenden Komponenten bilden einen Vektor z, 
der die Gleichungen (1) erfüllt. 

Die Auflösung des Systems (1) ist hiermit zurückgeführt auf 
die des Systems (2). 

ad, wP, 29, ... sei ein mit vo, v2, v®, ... äquivalentes ortho- 
gonales Achsensystem, wie man es durch das in $ 168 beschriebene 
Verfahren findet. Dann erhalten wir eine Lösung von 
(8) WX)=-0, VIX)= 0, WLR)=0, ...: 
indem wir den Rest irgend eines Vektors Y modulis =, 2”, g”, ... 
bilden, und auf diesem Wege kann uns keine Lösung von (3) ent- 
gehen. 


Kowarewskı, Determinanten 29 
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I U 


Es fragt sich jetzt nur, ob sich Y so wählen läßt, daß 
WOX)=1 


wird. 
Ist nun 7® der Rest von »® modulis z”, «2, x9, ..., so wird, 
da X zu allen x" orthogonal ist, 


(v9 X) ai, (r® X). 


Sollte r” = 0 sein, so kann niemals (v" X) = 1 werden. 

Es muß also, wenn das System (1) überhaupt eine Lösung haben 
soll, notwendig r” 0 sein. Diese Bedingung ist aber auch hin- 
reichend. 

Ist nämlich r® + 0, so wird, wenn wir Y = v'® setzen, X = r”, und 

(WX) = (rA X) = (rA) > 0, 

Der Vektor 

X 
GO 
genügt dann den Gleichungen (2) und der Vektor 
BE Xi 
War: GOT’ 
den Gleichungen (1). 

Wir wollen jetzt die Bedingung r® + 0 auf eine andere Form 
bringen. i 

Der Rest von 4” modulis z”, «2, x«®, ... ist dann’ und nur 
dann gleich Null, wenn die Gleichung 


(v9 49) = (O D H A D g nn, 
stattfindet. Die beiden Seiten dieser Gleichung unterscheiden sich 
nämlich gerade um (r 70), 

Nun ist aber 
(4) (v9 v9) E (v9 a’)? RER (w a)? 
nichts anderes als die Gramsche Determinante. der Vektoren 
u, g, #2, ..., z®, Sie multipliziert sich mit einem gewissen 
Faktor, wenn wir statt dieser Vektoren die folgenden betrachten 
w, vd, vd, BETA g, 
Mit demselben Faktor multipliziert sich die Gramsche Deter- 


minante von =, &®, ..., x", wenn man zu vt, o? ..., »® über- 
geht. Der Ausdruck (4) ist demnach gleich 


—_ SESEEEEEEEEEEEEEEE EEE 
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(vw iD): I (vd vr) (vd v9) 


(vi vd) SER (um m) (ui v0) 
CH 20 Je | REDE 
G To vr) 


| (um va ERNIS (vr vr) 


oder, wenn man bedenkt, daß v® der Vektor 1, 0, 0,... und 
vn n=1,2,3,... der Vektor 


a) 
=n U wn, 


ist, gleich 
h h F (wd wd), ..., NM Mt (wd wm), — m | 
Ma Mm E (wD), ..., Na Np + ww), —q, 
l M 1 s.. — Nas 1 


| Mn m + n pai IN M Mn + 


m + (ui w), MN H (U w) 


Dieser Quotient konvergiert, wie der Ausdruck (4) zeigt, bei 
unendlich zunehmendem n absteigend nach (r® +9), 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit 
des Systems (1) ist die, daß der Grenzwert des obigen Quotienten 
positiv ausfällt, also nicht gleich Null wird. 


rd = yo _ (v9 aid) g — (v0 x?) gd — 


ist der Grenzwert von 
b aD 1) pim D 
(Bm)... WD) 
(u vd) N (vr vu”) y 
(WODY an (W) yo 

PEPA WB) ... (V m) $ 

(WAD) an (um m) 

Demnach ist r® :(r® 7%), d.h. die oben betrachtete Lösung des 


Systems (2), der Grenzwert von (vgl. $ 165, Nr. 3) 
29* 
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(vo) isa N (Ci v™) yY 


(vr vd) ER (vr vo) vom) 
(dv el Wa a 
| (vd yD) KR) (vd vi) (vd v0) 


(vr w) TER (vr vr) (v9 vi”) 
(v9 w), .. (v9 2) (YO 0) 
Die zugehörige Lösung von (1) ist also der Grenzwert von 
| N, 7, + (wY w), E N, N, + (w wm), w 


N. OR + (w w'®) ae, UM JA + (w w), au) 
(5) - Tei LEPELI SEHEN, | 5 
| mm tw), .., nm + ww), — 7 


N 


7,0 + rd), + rw), m, 
un vor 4 = NM | 
Sollte das System (1) außer der hier gefundenen noch andere 
Lösungen haben, so erhält man sie aus dieser durch Addition einer 
Lösung des Systems 
(6) (a) = 0, W)=0, (w9r)=0,., 


Jede Lösung von (6) ist aber zu’ allen w% orthogonal, folglich auch 
zu dem Vektor (5) und zu seinem Grenzwert (vgl. $ 165, Nr. 3). 
Bezeichnen wir die schon gefundene Lösung von (1) mit s® und 
irgend eine Lösung von (6) mit x, so ist also 
X + x 

die allgemeinste Lösung: von (1). 

Nun hat man wegen «"z)=-0 

wO +z, #9 +2) = (EOL) + (v2). 

Daraus ersieht man, daß x'® die Lösung kleinster Norm ist. 

Das obige Verfahren liefert also gerade die Lösung kleinster 
Norm. 
Es liegt auf der Hand, daß die Scummprtsche Auflösungsmethode 
auch für Systeme linearer Gleichungen mit einer endlichen Anzahl 
von Unbekannten gilt. Nehmen wir z. B. eine lineare Gleichung mit 
zwei Unbekannten 


(7) acz+by=e. 
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Dann liefert uns die Scuäuiprsche Methode diejenige Lösung, für 
welche 2? + y? am kleinsten ist, d. h. sie liefert uns den Punkt der 
Geraden (7), der dem Anfangspunkt am nächsten liegt, also den 
Fußpunkt des vom Anfangspunkt auf die Gerade gefüllten Lotes.! 
Wir gewinnen die genannte Lösung, indem wir in dem Aus- 
druck (5) n=1, ņ =e, w® =a, w, =b setzen? Dann er- 
halten wir 
a+b +e, a j 
PA E 
at bte, —e| 
| 


a +b te, b) 
as den 
Al je+rb+e, -c| 


el 


-e 


Wenn es sich um eine endliche Anzahl unabhängiger Glei- 
chungen handelt, so fällt bei der Schamiprschen Methode natürlich 
der Grenzübergang fort, und in dem Ausdruck, dessen Grenzwert 
sonst zu bilden wäre, muß man für den Index seinen größten Wert 
einsetzen. Es wird also in dem einen wie im anderen Falle zum 
Maximalwert des Index übergegangen. Nur ist dieser das eine Mal 
endlich. 


& 179. Übertragung der Scuuiwrschen Theorie auf das komplexe 
Gebiet. 


Scoumipt hat seine Theorie der linearen Gleichungen für den 
Fall entwickelt, daß Koeffizienten und Unbekannte komplexe Werte 


haben. 
Man muß für diesen Fall die Norm eines Vektors und die 


Orthogonalität etwas anders definieren. 
Als Vektor bezeichnen wir eine Folge komplexer Zahlen 


GG P layer.) 


wenn die Reihe 

m T t taty ty Hee oder. |a |? |e 3+ ie |? + 
konvergiert. Ihre Summe heißt die Norm des Vektors. z, ist die 
zu ©, konjugierte komplexe Zahl. 


1 x, y sind rechtwinklige Koordinaten. 
2 wi) ist jetzt ein Vektor in der Ebene, ebenso der Vektor (5). 
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Ein Vektor ist, wie man sieht, nur dann gleich Null, d. h. mit 
dem Vektor 0, 0, 0, ... identisch, wenn seine Norm verschwindet 

Zwei Vektoren z und y, d.h. &,, Zg, 2,,... und Yr Yas Ya ee 
heißen orthogonal, wenn die Gleichung 


Gj =] t unh. =O 
gilt. Offenbar ist dann auch 
y= an HA te=. 
Daß die Reihe v, 7, + 4,4, +. - . konvergiert, ist leicht zu er- 
kennen. Man hat nämlich . 
|z,3, = is, llv, | 


STEIFAE 3 nt VÈ lst- 


Daraus ersieht man, daß die Reihe q, y, + %4, J, +... sogar absolut 
konvergiert. 

Eine Achse ist auch hier ein Vektor von der Norm 1 und ein 
System von Achsen, die paarweise orthogonal sind, heißt ein ortho- 
gonales Achsensystem. 

Bilden z; y, z, ... ein endliches orthogonales Achsensystem und 
ist a ein beliebiger Vektor, so wird der Vektor 


und 


a—(ai)e—(af)yy—..: 


zu den Achsen orthogonal sein. Man hat in der Tat 


(az) — (ai) (z3) — (a 3) ly 3) — . . . = (a 3) — (af) = 
` (a7) — (az) (z7) — a7 UD oo [m ap lag) [= O, 


Setzt man also 
(1) a = (a3)s + lay +.. +5, 
so sind die Vektoren, die auf der rechten Seite auftreten, paarweise 
orthogonal. 

Hat man aber einen Vektor a als Summe von n paarweise 
orthogonalen Vektoren dargestellt, so ist die Norm von a gleich der 
Summe der Normen dieser Vektoren. Es folgt nämlich aus 

7 a= ad Lad +... Ha, 
wenn i 
(ana) = 0 (r= $) 
ist, 
(a a) = (ad a) + (a? a”) aace (40 a) z 
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Truh esondere ergibt sich aus a) 
(aā) = (a3) (Ga) + (a7) Gy) +... +05. 
Wenn æ, y, %, ... ein unendliches orthogonales Achsensystem 
ist, so sieht man, daß die Reihe 
(a3) (@ 2) + (a7) @y) +. - 
konvergiert und ihre Summe nicht größer als (aa) ist: 
(a3) (a2) +aNay)r..-=lad). 
Das ist die pythagoreische Ungleichung, 
Verwandelt sie sich für jeden Vektor a in eine Gleichung, 80 


heißt das Achsensystem x, y, ... ein vollständiges. ` 
Jetzt fehlt nur noch die Erklärang der Formel 


(2) lims =g. (x und z Vektoren) 
Wir setzen fest, daß diese Formel gleichbedeutend mit 
lim (» — am, 3 — 2) = 0 
sein soll. Sie sagt also aus, daß die Differenz der beiden Vektoren 


eine nach Null konvergierende Norm hat. 
Schreibt man die beiden Vektoren œ und xw ausführlich: 


ER EDEN a, 
so besagt Formel (2), daß 
limfa = ah Ela - u" +...}=0 
R n=00 
ist. 
Nach diesen Bemerkungen wird đer Leser imstande sein, die 
Betrachtungen von $8 164 bis 178 auf das komplexe Gebiet zu 
übertragen. 


Achtzehntes Kapitel, 


Die linearen Integralgleichungen. 


8180. Die FrepuoLmschen Determinanten. 
Wir wissen (vgl. $ 53), daß die Determinante 


I A O A AE 
\ © N ERS ETS CO 
(1) 21 22 Un 
Cal ? Cag yalan 
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gleich der Summe aller Hauptminoren von 


! 
Ci Gar An| 


| 
i 

(2) | Car Cza eee Con 
k 


| 

| 

nì n2 et Cun | 

ist, wobei 1 als Hauptminor nullter Ordnung und die Determi- 
nante (2) als Hauptminor nt Ordnung mitgerechnet wird. 

Etwas Ähnliches fanden wir bei den Kocaschen Normaldeter- 
minanten. Es handelte sich da um die Übertragung des obigen 
Satzes vom Endlichen auf das abzählbar Unendliche, 

Jetzt wollen wir ein Analogon des Satzes im kontinuierlich 
Unendlichen suchen, 

Zunächst wollen wir ihn noch auf eine zweckmäßige Formel 
bringen. Lassen wir in der Determinante 


Crans 99 Orr, 


(8) 


| Crpri ->+ Orp Tp 


die Indizes r,, r,, ..., r, unabhängig voneinander die Reihe 
1, 2, ..., n durchlaufen, so kommt jeder p-reihige Hauptminor von (2) 
p! Male vor. Wenn wir nämlich in (8) ri, 73, ..., r, auf alle 
möglichen Arten permutieren, so bleibt (3) ungeändert. 


Daraus ergibt sich für die Determinante (1) folgende Formel: 


FO sn 
On a I Ah Oggy ne 


A aa 


Cr, ri Cr f: 


Orari rera 


1 l&n 
=1+4 Dnt A Far: 


En Orire eee Crita 


+- D Orarı Crerg + + Crary 


n! 
Orr Orr + Cryrn 


ta durchlaufen unabhängig voneinander die Werte 
aa en: 
Wenn die c,, eine absolut konvergente Reihe bilden, so gilt 


für die Normaldeterminante 
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Kto, O: n -| 


It A 
die Formel 


| 
| +: 


Ita As se] 
c 


j 1. 1 
a aa. Selten ta 


Grir, Cr, Tg 


Cyan, Orare 


Hier durchlaufen Tis Tps +... unabhängig voneinander die natür- 
liche Zahlenreihe 1, 2, 8, ... 
Jetzt sei f(x, y) eine reelle stetige Funktion, die in dem Gebiet 


0=Sr,y=1 


definiert ist, Faßt man z, y als rechtwinklige cartesische Koor- 

dinaten auf, so ist dieses Gebiet ein Quadrat, das durch die Koor- 

dinatenachsen und die beiden Geraden v = 1 und y = 1 begrenzt wird. 
i Wir wollen dieses Quadrat mittels der Geraden 


1 n— il 
gm y asy C lM 
und 
Taa ee 
EN fe FR 


in n? Teile zerlegen und das durch 


r—\1i r 
= , r = —- 
n n 
und 
&— 1 8 


begrenzte Teilquadrat mit D,, bezeichnen. 
Endlich sei x,, y, der Mittelpunkt von D,, und 


1 
Or ker — fi y,)- 


Dann wird die Determinante (1) gleich 


ER A a| fin 9) Fa. u) 
D, = 1 + 1! D —- f (Eps A aT ji Se n? flt» 9,) fë y,) 


Fl D) >> Ps Un) 


flen y) eee Fans Da) 
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Was wird nun aus D,, wenn n unbegrenzt zunimmt? Offen- 
bar ist! 


lim Df t 9) = f f (č, 0) de, 
0 


fle, 2) fæ. y) 
fu, æ) fu, y) 


ds dy 


Danach kann man vermuten, daß 


fea) N 


1 1 
4) imD=1+S a BR dd, ÀT 
Aml, 1 ? 

o v 


= 7! 
aß. S Mesa)... re =) 
sein wird. 


Der strenge Beweis hierfür stützt sich auf einen Satz über das 


Quadrat einer Determinante. 
Die Zeilen der p-zeiligen reellen Matrix 
Ge + 
Ggy I re Ag 
ap Apo ANU Oon 


wollen wir kurz mit 1, 2, AE p bezeichhen und unter (r s) das Produkt 
der r mit der st Zeile verstehen. 


_ Dann gilt für das Quadrat A, dieser Matrix die Formel 
Lan ae 
(21) (22)... (2p) 


(p1) (p2)...(pp) 
ED nl) (1 p) 
| MT à 4 . . . 
= (Pp) Aai twin. T P-1) (#1) 
PN) A À) 0 


Die Determinante 
| ll) ... p) (1p) 
(2—1, 1)... (p—1, p—1) p-1,p) 
(p, 1) ... (p, p — 1) 0 
1 Man bedenke, daß r, = y, ist (r. =1, 2, ..., n). 
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ist sicher nicht negativ. Sie ist ein Wert der quadratischen Form 


| A re 1 


t 


(p—1, 1}... (p—1,p—1) u 
u, ara u ü 


dìe niemals negativ wird. 


Als quadratische Form lät sie sich nämlich durch eine ortho- 
gonale Transiormation 


yet) hut tig pn 


} = — -4 ef i 
a ES N AO REA 


auf dje kanonische Gestalt 
Nu? + ArU +...r+ 2 Si } 
bringen (vgl. $ 116). 
Multipliziert man aber die Form zweimal mit 


ĉii e.. e 0i, p-1 0 | 
a eg 
0-1,1) Op-1, p-1 0| 
0 0 ji 
so ergibt sich! 
nen 
(p—1, 1)... (p—1,p—1) tp- 
th ug 0 
aD... Un | 
=TI@-LN..(pl,p-1)v,., 
v RA vp- 0 | 


und man sieht, dab A, Ay... 
minoren von 


1 7,2, ..., p— 1 sind lineare Kombinationen von 1, 2, ..., 2-1. 
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sind, also Gramsche Determinanten (vgl. $ 134) und daher nicht 
negativ. 
Aus (5) folgt jedenfalls 


A, = (pp) A, 


Ay: eng 


Ebenso ist aber 


ur 

A, 
Hieraus ergibt sich 

4,=211)%22)... (p p) 
oder, ausführlich geschrieben, 
Ari Aia e e Oin 


| 
Qay yg -gy |) N 


= (dat,) (I,)... (Dar). 


IKA aT "pn 
Insbesondere ist 


2 
| a Qg: Gip 


Ay] Qog -< Azp = (Daf,) (Da},). (Dar). 
Sl 
| apl pz’ app! 
Nennt man 
an at. + aip 


die Norm der ten Ba so ist also das Quadrat einer Deter- 
minante nie größer als das Normenprodukt der Zeilen. 
Dieser Satz rührt von HADAMARD her. 

Wir wollen ihn zum Beweise der Formel (4) benutzen, 

Ist M das Maximum von |f(æ, y)| in dem Bereich 0 = v, y=1, 
so wird 


| fan) --- Plan zu)? 

oo E Ere) o Sry), 

Ira)... fa, 2) 
also der Betrag von 
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kleiner als 


und der Betrag von 


1 1| fa, ae 
Sef | dn... ds, 
ORES de, 2) T %,) 
kleiner als 
p! 


Die Glieder der Reihe (4) sind also absolut genommen kleiner 
als die entsprechenden Glieder der Reihe 


1 512 8 
(6) 14 Mu E O 


Diese Reihe ist aber konvergent. Der Quotient des (n + 1)! 
Gliedes durch das nt lautet nämlich 


ai ROES HGM ul)” p 
Un n/n- »-1) Ya! 
Nun ist aber 
h 1 n=l = 
und 
lim a0 
Vn 
folglich 
lim 1H. = 0. 
u, 


Damit ist die Konvergenz der Reihe (6) bewiesen und zugleich die 
absolute Konvergenz der Reihe (4), Ihre Summe heiße D. 
Jetzt wollen wir den Index » so wählen, daß 


(w+1) der mM p Ver ae ee 


OF +2)! 
ist (e > 0). Setzen wir dann 
v 1 1 u - fl, » ©,) 


a 
ee h dg... dw, + R, 
; p=i 0 Sil tk, ne) 
s0 ist 
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un mn nen nn rn m nn m m m e a e 


Setzen wir andrerseits unter der Annahme n >v 


x lnn al Fler» In) +++ len Yrp) 
i + R, 


p=1 Ti ssy P 


2 fer i (N Sn flërp Ysp) 
so ist auch 
|F, | < > = 
Die Differenz D— D, enthält drei Bestandteile. Zwei davon, 
nämlich R, und — R; sind ihrem Betrage nach kleiner als s/3, was 
auch n(> v) sein mag. 
Der dritte Bestandteil von D — D, lautet 


fT 2)... fa: 2p) 


ben fen» Ya) ee f Eno Yep) | 


MINE Fler; Yra) f (Erp Yrp) | 
und konvergiert bei unendlich zunehmendem n nach Null. Für 
n= N wird also, wenn N passend gewählt ist, sein Betrag kleiner 
als &/3 sein. 

Dann folgt aber 


ID-D,|<s, n=N) 
und das bedeutet . 
lim D, =D. 
D ist also der Grenzwert der Determinante D, bei unendlich 
zunehmendem n. 
Wir wollen 


oo USE es 
1 
D=1 +>- i an Kelda Pei dw 
y i fe, A che NER Tp) 
die FrepHoLmsche AA der Funktion f nennen, 
Die Frepnormsche Determinante der Funktion àf (A konstant) 
lautet hiernach 


p=l 


lenh 1| fa)... Fl p) 
zen, 
p=si 0 0 | f(t B) ee f(E 2p) 
Sie ist eine Potenzreihe in A, die für alle Werte von A konvergiert. 


de Mich, 


> stotis p 
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$ 181. Das Produkt: von zwei Frrouoruschen Determinanten. 


D; sei die Frepeormsche Determinante der Funktion f(x, y) 
und D, die der Funktion g(x, y) Beide Funktionen werden in dem 
Bereich 

zZ, ysl 
als stetig vorausgesetzt. 

Wir wollen beweisen, daß D,D, die Frepnonmsche Determi- 
nante einer Funktion o (v, y) ist, daß also das Produkt von zwei 
FrepaoLmschen Determinanten wieder eine Frepnormsche 
Determinante ist (vgl den analogen Satz über Normaldetermi- 
nanten in § 157). 

Nach 8 180 ist 


|1 +6; Ga Ea Oaa | 


KERN 2 let20,20109 0,30, j 1 
N T a a 
OS Gh IF Cnn 
uud } f 
ARE dz; E 
b 
Dadia | u Ta Gm (an= 59% 3) 


days dag: Ea l+d,, 
Dabei haben x, und y, folgende Bedeutung 
en 25 —1 


: Mar ag rs 


X, Y, ist nämlich der Mittelpunkt des durch die Geraden 


r-i 2 r s-i NS, 
nn RNIT ED 


= 


begrenzten Quadrates. 
Nun wird nach dem Multiplikationssatz der Determinanten 


VE ae a Oia | E A A are, Yan 
. . . . . . . . . . . . == . . Bank s 5 5 ’ 
Onıs lt An o Lt dyn] Ynis | 
wenn wir 
Vra = Crs F ht Io hr 
setzen. 


Für D, D, ergibt, sich also die Formel 
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14% Yizo ee Yin 
D; D, = lim In» EHER Yan 


| Yni ai s A 
Ausführlich geschrieben lautet y,, 


n 


1 Í fe, y,) +g,» y,) + 2% = fi Yy) g (da v} 
Die Summe 
> 5 F Enr De) I Er 9.) 
kæli 


weicht von dem Integral 
f FE,» u) g (u, D) du 


um so weniger ab, je größer » ist. Dieses Integral ist nämlich gleich 


n kin 


> fre wow ED w) g (wo D): 
k=1 (k-1)/n k=1 


Dabei liegt u, zwischen (k— 1)/n und k/n, also zwischen denselben 
Grenzen wie 1, = Yp 
Ist » genügend groß, so wird für n>» 


PAES “,) m Pi; Yi <8, 
|9 (tips D) — Y Ers Y) | < E 
sein? (r, k, s = 1, 2, ..., n), also? . 
ISE u,) g (tips y,) Zr fi. Yy) 9%, y,)| 
= |Arta) — Pl Dl 19 la D) + 19 D) — lH IH < 2 Me. 
Dann ist aber auch der Betrag von 


Se {Ers Da 9% Da) [ts (u, 9,)du 


kei 


D (E y,)9 I Ers y,) FIR fi ug (u, 9) 


kleiner als 2Me. 


’ a ist eine vorgelegte positive Zahl. 
2 M ist eine Zahl, die alle Werte von |f| und |g| in dem Bereich 
0=%,y=1 übertrifft. 
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Führen wir nun die Funktion 


1 
ply) = fey) + gy) + ffe, u) g (u, y) du 
0 


ein, so können wir schreiben 


E 


Yra R n 
und wissen dabei, daß 
2Me 


n 


|8| < 


ist. 
Setzen wir zur Abkürzung 


1 = 
n P (E, y,) I: er) 
so ist es leicht, die Differenz entsprechender Hauptminoren von 


Yı Yiz’ An 2 ia ren 


N le 
Yanl Yno BZ Inn Yaı Ina oaeee, Tas 
abzuschätzen. 


Die Glieder von 


Yri Ken Yr, Tp 


Yrprı En Yrorp 


sind Binome, nämlich y,,=7,,+ &, Infolgedessen zerlegt sich 
diese Determinante in eine Summe von 2” Determinanten, Einer 
von diesen Summanden ist 


Inn -> Yri rp 
5 , 


Yrpr: e eis Yrprp 


und die andern entstehen hieraus, indem man in gewissen Zeilen 
e statt 7 schreibt. 
M sei eine Zahl, die alle Werte von |o (x,y)| übertrifft. Man 
nehme z. B. 
M = 2M + M’. 

Dann ist 
De 

> 


(Zal < ud |s,|< (weil 2M < M) 


KowaLkwskt, Determinanten 80 
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Der Betrag eines en mit g £- "Zellen ist nach som 
Hapamanpschen Satze kleiner als 


(Vp) M? f. 
në uria 
Es gibt ẹ ) solche Summanden. Setzt man für q die Werte 
1,2,...,p ein, so ergibt sich, daß der Betrag der Differenz 
Inn e- Yrrp Yun eee Prurp 


y 7 
EEE ea g Vrprp 


Iron ete Yrprp 
kleiner ist als 


MRS t) El, 
n? u q 
Machen wir die eriaubte Ausnahme & < 1 und beachteu, daß 
2 =. und 


P 
Da () ZO 
g=1 
ist, so finden wir, daß die fragliche Differenz ihrem Betrage nach 
unterhalb 
(vp ew", 
n? , 
liegt. 
Im ganzen gibt es 3) p-reihige Hauptminoren und man hat 


Da nun 
It yo Vin LEY ee An 
(2) EB N A RE Sm ae, 
Xato E EVA Yny a a} LE Yan 


= D(H ~B) 


wo Hund H zwei entsprechende Hauptminoren der Determinanten (1) 
bedeuten, so ergibt sich, daß die Differenz (2) für n >v absolut 
genommen kleiner ist als 


So (Vp) ew? 
22 p! e 


p=l 
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Daraus ist aber zu entnehmen, daß jene Differenz bei unendlich 
zunehmendem » nach Null konvergiert. 

Der Minuend hat aber den Grenzwert D,D, und der Subtrahend 
den Grenzwert D,. Also ist 


D,D,=D,, 


d.h. die FrepnorLmschen Determinanten von f und g geben 
als Produkt die FrepuonLmsche Determinante von 


1 
yon) = ran) + oey) + [fa gludu. 
0 


Man kann zwei FrepmoLmsche Determinanten auf verschiedene 
Arten so multiplizieren, daß wieder eine Frenuormsche Determinante 


herauskommt. 

Die Erenuormsche Determinante von f(x,y) ist nämlich gleich 
der von fy,®). D,D, ist also auch gleich der FrepmoLmschen 
Determinante von 


1 
f(y, x) + g (2, y) + [fu a)9wy)du 
ò 
oder von 


; 1 
fley) + ala) + f Flug ly u) du 


oder von 


1 
fa) + oma + [Tool udu. 
0 


8182. Die Frepuormschen Minoren. 


Um zu der Definition der FrennoLmschen Minoren zu gelangen, 
wollen wir zuerst eine Formel für die Minoren der Determinante 


0 eea Ora 
(1) 


aufstellen. 

Es handle sich z.B. um das algebraische Komplement von 
e,(r=s) in (1). Bezeichnen wir die Zahlen, die in der Reihe 
1,2,...,n nach Streichung von r und s übrig bleiben, mit 
eh 


n-2 


OR e 120% 


, so ist (1) gleich 
30* 
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| EE REAN iky Pey aaa Crkn-3 

I ' . 

| Cir 1 + Cas Osky. se’ Cikas a] 
Chr Orne Foke ues Ck, kn-2 


EE E E E E T 
und das algebraische Komplement von c,, lautet 


Car Os ky ... Cskn-2 
. l lt rc... c : 
(2) K,= nes kyr + kıkı kı In-2 
Okp-or Cka-ak re IH On ging 
Setzen wir 
A F Cer tk, ... Cskn-2 
Gr UFOn e Ck, kn- 
gp (à, u) a 3 k, kı ıkn-2 $ 


| 

E ehe et « 

| mar nal +e M F Crn- n-o 
so ist (2) gleich — o (0,1). Nun enthält aber œ (4, u) Glieder mit 
u, a, ..., UT? und solche mit A, Au, ..., Au? Die Glieder 
der letzten Art fallen fort, wenn A=0 wird. p” ist multipliziert 
mit der Summe derjenigen (n — 1 — r)-reihigen Hauptminoren von 


(8) 


~ 


Ckn-or Cka-gk * e Cin-okn-a | 
die c,, enthalten. Daraus ersehen wir, daß e (0,1) die Summe 
aller Hauptminoren von (8) ist, in denen c,, vorkommt, e,,.und (8) 
eingeschlossen. 
— K,, läßt sich hiernach in folgender Weise darstellen: 


Cor Op Oo 


i > Cur Cx, xi Cu, "3 


It... 


Oxgr On, A Opa Ag | 


Csr Osk nee Cskn-g 


Ckir Ck, ks “re Ck kn-2 


-F 


Ckn-or Ckn-ak "te Oky- kn-3 | 
Dabei ist x; < x, <... und die « sind Zahlen aus der Reihe 
Ra A 
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Läßt man jedes x die Werte k, kas ..., k -a durchlaufen, so 
muß man statt (4) schreiben 
Csr Cez Cs re 


Car Com k e 
i + bi >) Or Cuny Cxi xa or 
i 


3 ’ 
| ar. Cam Xis ža 


. $ Oper Cry x; Oyoxe | 
| Csr Cox, rn On X 
EEH NI Onr Cam ne Onnan 
(n—2)! pas] 
ALTERET | 
Cun-or Cun-gm >> Cxn-3 xn- | 


Offenbar darf man den x auch die Werte r und s erlauben. 
Die dadurch neu hinzutretenden Glieder verschwinden alle, weil es 
Determinanten mit zwei übereinstimmenden Zeilen oder Spalten sind. 
Man kann also annehmen, daß in (4) alle Summationsindizes un- 
abhängig voneinander die Werte 1, 2, .. „ n durchlaufen. 

Wir wollen jetzt ein’ bestimmtes Wertsystem 


v=é, y=1 
aus dem Bereich O= x, y=1 herausgreifen. & liege in dem Inter- 
all =; z) und y in dem Intervall z). Sollten & 


und n beide in dasselbe n-tel von (0, 1) fallen, so wollen wir unter 


(= x =) nicht das Intervall verstehen, in welchem y liegt, sondern 


eins der benachbarten Intervalle, so daß also y in =, Le -) 


n 
oder in (+, = i L) enthalten ist. 


Setzen wir wie in § 180 


2ọ— 1 2r—1 


Bo mia) on 


und 
po = =f lto Yo); (em ERE 2) 


wobei wir unter f eine in O= xv, y==1 stetige reelle Funktion ver- 


stehen, so wird 
limne,=f(n, $). 
n=00 


Ferner wird 


A | Csr Om as EI ft Xss ijr) 2 Is» Yu.) y 

lim n >, = lim >) = = r FURI 

n=00 * Cr, r Coy x Xi as Dr) (Ya, Dre ) i 
f(n; &) fm, Ya) 


-1im N}; 


da, ’ 


ji: fin ) fin N; “|; 
Fir 3 f&s 2%) 


f (as ¿ Ff (as A) 
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Cor Con, Cere frs dr) FE pJ Pleh oN 
lim n > Cur Oun, Crio =lim > —; f trs 9) f Ea Ya) Fin ’ Yu, ) 
ge Our Cuon Cupra Ar" re, Yr) rt xa) Yu.) Tales Yra) 
i fa, 9 fm Ya) fin Ya) | 
= lim I, fes & SEn Da) Eus Ya) 
Ede aN En Da) 
lfm) Ffm a) fi, ©) 
= | f 9) fo, n) FE, ©) jde da, 
00 f(& é) AEA &,) f (Ts, %) 
USW. 


Bei jeder dieser Limesrelationen handelt es sich um ein gleich- 
mäßBiges Konvergieren nach dem Grenzwert, d. h. es gibt jedesmal 
eine von é, 7 unabhängige Zahl N, so daß fürn > N die Abweichung 
von dem Grenzwert kleiner als & ist, wie man auch £ und 7 in dem 
Intervall (0, 1) wählen mag. 


Nach den obigen Formeln kann man vermuten, daß 


+.) 


rd fm a) 
E) a) 
md) fm a) fm %) 
f (> &) fe T) fa Do) 
flo; £) f (T; =) f@; D) 


(5) lim (— n K,,) = lim Ina, +4 Are Sr en 


” 


Or Om 


wat 
1 
2! 


00 


da dt, +... 


sein wird. 
Der Beweis dafür läßt sich ähnlich führen wie in & 180. 
Zunächst ist nach dem Hanamaroschen Satze, wie man auch 
Ur. %, und u, ..., Vp in (0, 1) wählen mag, der Betrag, von 
fu, 9) fu, v) fl v,) 
(6) f (t, v) f (ta, v) fu, v,) 


fu, v) f (ip, v) ... fu, v,) 
(pra. 


Dabei bedeutet M das Maximum von |f(æ, y)| in dem Bereich 
0=zzy=1. 


kleiner als 
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Die Glieder der Reihe (5) sind also ihrem Betrage nach kleiner 
als die entsprechenden Glieder der Reihe 


2 8 143 
(7) M+ 1A = eat N 
Das ist die mit M multiplizierte Ableitung der Reihe 
2 22 3 y3 
(8) saliai Toe a Uee my 


nach M. Die Reihe (8) ist aber für alle Werte von M konvergent, 
folglich auch die Reihe (7). 
Die Glieder der endlichen Reihe 


1 Flle Yr) Flle Ya) 
9) —nK, = PELE 
H "Ee T E W) tnaa f Ems Ur) S Es Da) 2: 
f E 9) Fk Yu) .. Ta, KR, D 
1 Fin 7 M? Ya Saras #7 Yan 
tm 2 1 N f I) F Emr Yano) 


ln Yr) fan Be ir ne a x a) 


sind absolut genommen kleiner als die entsprechenden Glieder von 


11o y? 77 n-1 
u a su... Vaea ir Ta 


n—2)! 4 

d. b. von der (n — 1)!ea Ba eraıme der Reihe (7). 

Jetzt wähle man v derart, daß 

Van (Vrt? ry 2+2 Mt? 
»! * +1)! 

kleiner als e/3 ist, und bezeichne mit S, die »t* Partialsumme 
von (5) und mit $, die von (9), ferner mit S die Summe von (5): 

Dann ist 


1298 
RS 


(e 
und für n = 


8 
also 
(11) ; |S+nK,|<e. 


Daraus folgt aber 
(12) im(-nX)=S8. 
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. Es ist übrigens möglich, N so zu wählen, daß (10), folglich 
auch (11), unter der Bedingung n= N für alle dem Bereich 
0=z y=1 entnommenen é, y gilt (vgl. S. 470). Es handelt sich 
also bei (12) um ein gleichmäuiges Konvergieren nach dem Grenz- 
wert S. 

Wegen der Beziehung (12) liegt es nahe, — S, d. h. die negative 
Summe der Reihe (5), einen Minor der Frznuormschen Determinante 
D; zu nennen. Im Anschluß an Freogorm benutzen wir für diesen 
Minor — S das Symbol 

a 


Um die unendlichen. Reihen für D, und n |$ noch einfacher 


schreiben zu können, empfiehlt es sich, für die Determinante (6) eine 
Abkürzung einzuführen. Bezeichnen wir sie wie FREDHOoLM mit 


so lauten die genannten Reihen 


visafi jara ffiz 
a) l i 
0 
affe A an dad. 


Wir können nun auf Grund der Beziehung (5) eine Eigenschaft 


£ 


e da, +. 


und 


der Minoren Dy ableiten, die für die Auflösung der linearen 


Integralgleichungen von Wichtigkeit ist. 

Wir wollen den Zahlen r, s die Bedeutung beilegen, die sie 
auf ©. 469 hatten, und die Elemente der st Zeile von (1) mit den 
algebraischen Komplementen multiplizieren, die zu den entsprechen- 
den Elementen der rt" Zeile gehören. Da rÆ s ist, so wird die 
Summe dieser Produkte gleich Null. 
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Man hat also? 
Krs F Car Krr + Dekre =0, (0 =”) 
und daher auch s 
(18) nK + f Eas K H D T Es De) 0 Kre) = 0, 
Lassen wir jetzt n ee. zunehmen, so wird 
& 
N 
lim FES y,) ia f (u, $), 
lim K, = D;: 
Der Beweis der letzten Formel hat nach 8 180 keine Schwierig- 
keiten. 
Es bleibt jetzt nur noch 
1 


lim SI ft. yo) (0 Kre) 
- 


zu berechnen. Wir wıssen, daß für n >N 


MES <S 


Vo, 


ist, und zwar für alle in Betracht kommenden Werte von o. 
(Vgl. S. 472.) 
Außerdem ist, wenn wir N genügend vergrößern, für n = N 


fo, Ye) — fm v)l< 8, 


auch wieder für alle in Betracht kommenden Werte von ọ. 
Bezeichnen wir mit G@ eine Zahl, die sowohl |f| als auch 


© 
m 


und daher 


Sr, Wa) EEr D| E ) |< 200. 


übertrifft? (0 == æ, y == 1), so wird 


| Ele 
| f (Es Yo) (n Kre) =f (1 JAMIE 2s G 


1 Der Strich am Summenzeichen soll audeuten, daß ein Wert des Sum- 
mationsindex ausgeschlossen ist. 


? Da die Reihe(5) gleichmäßig konvergiert, ist D (3 eine stetige Funktion. 
Die Glieder der Reihe sind nämlich stetig. : 
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Da nun 
4 
im > fm, Ye la) - ffo, oo| Jau 
ist, so folgt ? 


1 
im E „ft, Yo) 0X) = [rim aD,|$ du 
(0) 


und, die Formel (18) verwandelt sich also bei unendlich zunehmen- 
dem n in 


(14) rmana)» fro upy ($ Jau=0 


oder nach Vertauschung von & a n 


ré, nD + Di )+ + freu anf! ')a io. 


Ersetzt man f (æ, y) durch f 1 æ), so geht die letzte Formel in 
folgende über 


1 
a rm gorn) frw 99,(7\au=0 
0 


oder nach Vertauschung von & und 7 


f (È, DD+ |.) + [rw na| ]au=0; 


§ 183. Auflösung linearer Integralgleichungen mit nicht- 
verschwindender Determinante. 


Eine linvare Integralgleichung hat folgende Form: 


1) 


TA 


1 
(1) ; g+ [fe pody =y). (= 
0 

f(z, y) ist in dem Bereich 0 =z, yZ1 stetig und w(x) in dem 
Intervall (0, 1). / und’ sind gegeben und ø`soll man als stetige 
Funktion in (0, 1) so bestimmen, daß die Gleichung (1) erfüllt ist. 

Die Ferpaounmsche Determinante der Funktion f wollen wir 
die Determinante der Integralgleichung (1) nennen. Sie spielt hier 
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dieselbe Rolle wie die Determinante eines Systems von n linearen 
Gleichungen mit n Unbekannten. 
Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daß 


D,=+ 0 
ist. Dann gibt es, wie wir sehen werden, eine und nur eine Lösmg 
für die Gleichung (1). 
Multiplizieren wir (1) mit 
% 
a k 


und integrieren dann nach æ, so kommt 


o [nanr[ze+ f fre y) D| | po dzay - fodi] von: 


Nach Formel (15) in § 182 ist aber 


fre TA FR D|») — f(u, y) Dy, 


0 


also 


Sfr "D, |.) godz dy 


-- fow o| e-afr flu, yp u)dy. 


(2) reduziert a hiernach auf 


fisan ‘a fal .)v (2)dz, 


oder unter Benutzung von (1) auf 
1 
1 f D|?) yaa 
(8) gu) = pu) t 7, | Pry yode. 
0 


‚Hiermit ist gezeigt, daß (1) nicht mehr als ‚eine Lösung hat. 
Umgekehrt ist leicht zu erkennen, daß (3) wirklich eine Lösung 
von. (1). darstellt: 
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Aus (8) folgt nämlich 
1 
l fa y) p y)dy 
(4) : ET 


-fr (a, ydy + D, fte no |" A y (u)du dy.’ 


00 


Nach Formel (14) in § 182 ist 


1 
fre TAH dy = — 2%) — f(x, u) Da, 
0 


also 
1 


Ui 1 
[re uD“) yp (u) du dy = -[o(}) (u) du — D, fft, u)w(u)du. 
00 0 ; 0 
(4) reduziert sich daher auf 

1 


/ fpu dy = — j; | Dr (X) wadu 
0 


0 


oder unter Benutzung von (3) auf 


1 
J fle, y) p u) dy = ve) — Pla). 


Das ist aber die Gleichung (1). 
Die beiden Integralgleichungen 


1 
(+ [re pudy = wie) 


1 

vof 

wollen wir reziprok nennen, weil die eine die Auflösung der 
andern darstellt. 


f(x, y) heißt nach HruserT der Kern der Integralgleichung (1). 


1 Wir haben die Integrationsvariable x, die in (3) auftritt, durch u ersetzt. 


und 
2) 
(a Wply)dy = p (2) 
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20 
=D, 
der Kern der reziproken Gleichung. 


Geradeso besteht zwischen den Koeffizienten des Gleichungs- 
systems 


Danach wäre also 


Ar rt, mm 


any at. a = Yn 


und denen seiner Auflösung 
ba n Heee tbn m = 
bni Ya tdi, MT 
‘die Beziehung 


Ar 
b,, SER 
Dabei ist 
Ci Qin 
4=|, 
| Qal Onn 


und 4A,, das algebraische Komplement von a,, in A. 
An die Stelle von A tritt D,, an die Stelle von A,, aber D; | r): 
Betrachten wir statt (1) die Integralgleichung _ 
1 
(5) g(a) + arla Y) p U) dy = Ya), 
so ist der einzige Unterschied der, daß der Kern jetzt nicht menr h 
sondern 4f lautet. 
D, ist, wie wir wissen, eine beständig konvergente Pla 


reihe in 3. 
Ist 2 keine Nullstelle von D,,, so lautet die Auflösung von (5) 


g (z) = y (2) ref ai | voas | 


oder ausführlich geschrieben 
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ak rk et 
0 


(6) ee e 
l 
h fajet frea 
0 0.0 
Bei der Berechnung von 


Joul?) y y)dy 


dürfen wir gliedweise integrieren, weil die Reihe D,, K | in dem 


Im 


Bereich 0 = v, y = 1 gleichmäßig konvergiert. 

-Formel (6) gibt die Lösung der Integralgleichung (5) in Gestalt 
eines Quotienten mit dem Nenner D,, und einem Zähler von 
der Form 


(1) tg (2) + t (x) A -H ug (2)4? + . 


Zähler und Nenner sind beständig konvergente Potenzreihen in 4. 


8 184. Rang einer verschwindenden Freonoınschen Determinante, 


In § 182 definierten wir die Minoren D; i , indem wir yon 


den (n — 1)-reihigen Minoren der Determinante 


To O Ra Oil 
| 1, Los cn | 
(1) | 

EEA ARE AAI E ee a S a 

! 
Cni? Ong) , LEO 


ausgingen, 


Wir wollen ‚diese Minoren Dii, 


a die ersten Minoren der FRED- 


HOLM schen Determinante D, nennen. 
"In ganz ähnlicher Weise gelangt man zu den Eirätlen und den 
dritten Minoren von D,, indem man von den (m— 2)-reihigen oder 
den (n — 8)-reihigen Minoren der Determinante (l) ausgeht usw. 
Wir wollen dies für die zweiten Minoren durchführen. Bei den 
höheren Minoren kann man es genau ebenso machen. 


la da 
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m nen nn e a 
E a Ta ty BBIEH viar verschiedene Zahlen aus der Reihe 
1,2... nad ks k s-s kpg die Glieder ‘dieser Reihe, die 
nach Streichung von ry, r,s ra, r, übrig bleiben. 
Dann läßt sich (1) in der Form 


1 or RD Rh Orr Orko >c Or, kn-4 
er on 1 har Cryn’ Cry be ey Cri tn-4 
Ok raar teos Ckir 1+ Chk =e Ckiin-4 
Ohn- jyst e iy Ckn-g 143 Cina kis, vn 1 SE Okn-ákn-4 
schreiben. 


` Jotat lautet das algebraische Komplement von 


E B 


ae 


offenbar 
| Crno Orgrar Orks re Crin- 
rund Cryer) Creka SPANOS Op kn-4 
r 
Kar Kr ihr l Fira ee "OR En-a ’ 
rar 


Ey -4119 Omar, Cknag k ı n L+ Epn-gkn-4 


und es gilt folgende Entwickelung 


E Cy Crs no Orr Or, sy 
K nat "372 u) a 
' ir, ne ea ar D Ca ri Orre Or, w 


- i Car Our Cam 
ata 3'2 


č e P3 | Orori Crore, Cr 9 Cri Rn 

Teti Cryra Cryno Fra i 

f i 5 Orr Orr On 9er Org 
sa nn Orr On Prim k \ N 

+ 5 i Te SLEET Chrs Chr Ch + Ch kn-4 
rn) Car Can Om Cr \ t i 

AAPTOS AR 
Crary, Cuore Cuon Oro P j 
w ER ; Ckn-gri nr Vlnka © 3 Ckn-gin-4 


Dabei sind xy, e, xs... der Reihe k, kp; ..., %,., entnommen. 
Es ist aber x, <’ wy < xg < iun 
Will man haben, daß die x unabhängig voneinander die Werte 


kis ks eo k,., durchlaufen, so muß man schreiben 
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, 
Cryri rars Crn 


r. Cryn, Orr 1 AI 
K,, ne See Cr Orr Crm 
1! um $ 
rary Cyun rivs MESE 


Ca, Ti Cn, "a Cu, ” 


ra ri Cry Ta Erz Crony 


i ziy KI Orr Cr Crna Orere 
2! > 


Car Cuire mm Cra 
(2) PA 3i 1 A AA 2 
Crary Crer Cro Y Cung Ka 
| er rs run Cm. se- Orna" 
= Cr er Orar = e Oranand 
=i p VER EEE EEE > a N 
Be (n— 4)! aa Cur Cara Cany “ee Omas 
Xisto Hned 
Cangri Cung r Cangri =t Orm-prn-4 


Man kann den x auch die Werte ri, %,, r,, r, erlauben, da auf 
diese Weise nur verschwindende Determinanten hinzutreten. 

In den Summen auf der rechten Seite von (2) durchlaufen also 
die Indizes x unabhängig voneinander die Werte 1,2,...,n. 

Jetzt sei f(x, y) in dem Bereich 0 = x, y=1 stetig und man 
setze wie in $ 180 


2r—1 2s —1 1 
= m? AAAI TEE OT = = y,) 


namel,2,.:.,n) 


Dann sind die mit n? multiplizierten Glieder der Entwickelung (2) 
ihrem Betrage nach kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe 

3 ver a? 4) M* 
(3) aaa E aa 
M ist das Maximum von En in dem Bereich 0=z, y=1. 
Die Reihe (8) ist die mit M? multiplizierte zweite Ableitung der 
Potenzreihe 


In (vn? u? 
dah ea „ua, 
die für jeden Wert von M konvergiert (vgl. $ 180) Daher ist 
auch (3) konvergent. 
Wählen wir » so, daß 

(Vr +Fa)t2} art? (VFF ste Mte, o e 

TAES PEUT Pr er 
ist, so wird die Summe $, der » ersten Glieder von (2), jedes 
multipliziert mit n?, die Ungleichung 


m SEI LE a a na Bub a nn ne U nn men mb nm ar ben nem 
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1a Kun 8, En 


"574 
erfüllen, was auch n(> v — 3) sein iu 
Unter &,, ms Ša 9, wollen wir vier beliebige Werte aus dem 


: il 
Intervall (0, 1) verstehen. é sei von dem Intervall a Sn A) um 
: ! Ns Ya on te 
wenig.r als 2/n entfernt, „„, von | win, a), $, von ( =, 2) 
x a a) 1 
1 -~-= j]. 
und 7, von ( eher 
Wir wollen nun 
lim (n? Krr 
(en) 
für unendlich zunchmendes n berechnen., 
Man hat 
lim na) Oriri onnl | a Fih À) FCn» Sa) L 
ech Orr.) | Pa Fin; S2 Ji 
(i $) Ah Ee) Fna) | 


| Orar, Crore rixi 1 
lim Snt | Cnn Orr Er =f 
N | 
U 
I 


a 
x, i Cx, T2 Cx, x 


If 
| a fi &;) fin, »%) Ida, 
FA E fega) fa) | 

| Crn Crins Cran Orais | 


s N 
Crer, Orire Crm Crane 


lin ei | 


n 
Cury Cuira Onn Coya 


' 
Cyor, Caerg Crang One 


Kin, $) flhs é) f(s 2) fhs 2) 
-ff | REET) f(s Ša) flh) Flas 2a) |’ 

a Flas é) Fls éa) fa) FR; 2a) 
5) frr Éa) Farm) fE 2) 


dx, da,, 


usw. 
Daraus kaun man die a ziehen, daß 


(4) lim (m? Kun) =f (a m) + 1! nf Zr E A “a 


1 N Na By Va 
Ha ffele pa 3)anan Pruh 


. . 9 0 
sein gn 
1 Es läßt sich erreichen, daß die r alle verschieden sind. Vgl. das ähn- 
liche Verfahren in § 182. 
Kowarewskı, Doterminanten 31 
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Die Glieder dieser unendlichen Reihe, deren Summe S heißen 
möge, sind ihrem Betrage nach kleiner als die entsprechenden 
Glieder in (3). Daher ist 
/ IS-8,|<-- 


S, bedeutet dabei die »'° Partialsumme der Reihe sS. 
Weil nun bei festgehaltenem v und unendlich zunehmendem n 
lim S, =S, 
ist, folgt, daß für n > N 
& | & 
19, 8,1< 
sein wird. 
Dann hat man aber für n > N 
ee 
Das heißt, es ist ai 
lim 1% Kr ra) = Ss. 
Auch hier handelt es sich um ein gleichmäßiges Konvergieren 
nach dem Grenzwert S. Das heißt, N läßt sich so wählen, daß es 
für alle £, 7, Es, m aus (0, 1) ausreicht. 
Wir nennen (4) einen zweiten Minor von D; und bezeichnen 


ihn mit 
} D; f a $ 
M Naf 


Jetzt ist es ohne weiteres klar, wie die p'" Minoren von D, aus- 


sehen werden. 
Ein p* Minor hat das Symbol 


$, FR en 
Á vie = 
D i Mae N, ’ (= Si WER N» s "p = 1) 


and es gilt für ihn folgende Entwickelung: 
É, Še Š; \ j g»: a ko a rA) 
== d: 
a a Me E. l en 
(5) 
K NR Ta 
Haffelnpa giant 


Liegt &, in dem Intervall (eat ze) und 4, in ai ; 


n n 
so sind, falls wir die Werte é, ... Ep Ms “us p Alle verschieden 
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annehmen, bei genügend großem n die Zahlen r, ..., Pps S1 +++: Sp 
alle verschieden. 
Nun sei 
Kun..t 
Ade dp 


das algebraische Komplement von 


Ona SONS 


Opa rer Crpep | 
in der Determinante (1, Dann ist 


(6) D, k Š, ... a = lim [M Enn Kg 
N RS „Er Mp 49. ) 

Wenn gewisse von den é, 7 zusammenfallen sollten, so hilft 
man sich dadurch, daß man 2p aufeinander folgende Intervalle 
Rz 
( n„’n 
treffende £ oder n enthalte. Dann kann man jedem £ und y ein 
Intervall dieser Gruppe zuordnen und sich so dabei einrichten, daß 
die zugeordneten Intervalle sämtlich verschieden sind. 


betrachtet und nur fordert, daß eins von ihnen das be- 


Es genügt aber auch, wenn man D A a a zuerst für 
1 
den Fall definiert, daß alle £, n verschieden End, und dann von 
dieser Funktion fordert, daß sie in dem Gebiet 
058, =] k=1,2,..., ) 

stetig ist. 

Dann gilt die Formel (5) allgemein. Denn es handelt sich 
bier um eine gleichmäßig konvergente Reihe stetiger Funktionen. 

Wenn die FrepHorLmsche Determinante D, gleich Null ist, 
so gibt es in der Folge 


x FOR r Di Da Vy 
ae 
g ; lo $ Ya)" ya Yl” 


sicher eine Funktion, die nicht identisch verschwindet, d.h. für alle 
Werte der x, y in dem Intervall (0, 1). 

Das zeigt man auf Bee Weise: 

Aus 


nità frl Jessa ffres dx dx, +... 


folgt durch lie Differentiation an Å: 
31* 
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d? D Aan 
SSE ra? "> ”) da, do Ato eee 
di? aE iy» i 


I-Ffr la +, ae rare irat Jandaia, 


A 2... Ey 


Diese Dalian ist talkak wegen der gleichmäßigen Konvergenz 
der Reihe 
1 


ae, ar ee he 


1 
1% Bo eo e Ca) Cy see ; 


«u 
für alle Wertsysteme der x aus (0, 1). 
Aus Formel (8) folgt aber 


t pa ! 
d? D Do 
PH = "joy 2 dz... dz, 
di. N Week, 
0 u i 
Insbesondere ist also 


IP D | 
ar) -f Jak ' aa dx, dz,...de,. 
\ då i=1 Tp 


Wären die Hanke (7) alle identisch Null, so würden für 
à = 1 alle Ableitungen von D,, verschwinden. 


Da 
ES NEN Q- Y (Dir i 
Dy = Dit | di hat A Var at a 
ist, so hätte man 
D,;=D,=0, 
während doch für 4 = 0 
D,=1 


wird. 
Es gibt also im Falle D,= 0 unter den Funktionen (7) eine, 
die nicht identisch verschwindet. Ist 


f OR a 
Y Yare Yp 
die erste derartige Funktion, die man beim Durchlaufen der Folge (7) 
antrifft, so soll » der Rang von D, heißen. 

Einer von Null verschiedenen Frepuormschen Determinante 
können wir den Rang Null beilegen. 

Dann hat jede Frennormsche Determinanteeinen bestimmten Rang. 
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$ 185. Relationen zwischen den (p — 1)“ und den p Minoren 
einer Frrpuornnschen Determinante. 


Zwischen den (p — 1)‘ und den pt Minoren von D, bestehen 
Relationen, die man am einfachsten aus Formel (5) in $ 184 findet. 
Entwickelt man die Determinante 


ein Sa u 


B eE 
nach den Elementen $ à 


fn, $); flims $) ... Fürs Èp)» 


so ergibt sich 
fans A nk 3 SiE 2 


Ša Ss 73 
1) — fm, ae. x D a 


+17 ware) 


Entwickelt man die Determinante 


ah N A 


A a A 


fMh» $)» e. Fin $p)» fn,%)» ... fm)» 


so gewinnt man den Ausdruck 


nach 


Un ee, 
fMh, $) lE ran 
= f(n» é) f é ) 


+(— Pla, ’ 3) f | 
(2) 3 
+(- 1? fin a)r 


+" Fm m) 


Hr ale aan). 
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„Aus (2) findet man für 


af- fi alg He 1 5 H zi dan ... de 
Ele. 33 b.. Ti a 
folgenden Wert: 
Net 
1 aAa Ng ee Na ee, 
(n rfj S ? ') dæ E 
f v8 er 1 q 


N, haee N Vje E 
e » ')r an 
Fl» $a) pen = ; 


Pair tla Ng N er, 
+[- fs & vaj- f ; z, = rr OR dm, 
en 1, 


[e u u u,. ) a} 
au du, du, pf Mp udu. 
a fl sff Sp Spe Ug-ı H (t 


Im Falle g = 1 ist das letzte Glied durch. 


1 
ERIN De NEET: | 
z K |; ... EN Al fan» u) du 
zu ersetzen. 


Unter Benutzung von (1) und (3) nimmt nun die Formel (5) in 
§ 184 folgende Gestalt an: 


Bu a on An 


N, Ny s Up Ny» 74 “+ 


fa Ei ar ® u ujdu = 0. 


Ersetzt man f(x, y) durch f(y, x), so geht (4) über in 
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D. k hy s 1 i fl&ı; n) D H tz a fi& 1) D, } Me a 2) 
Sp 


ME, BE 
+ + (TE) D ‚le E 7 t T 
+ fo (k EN Bl fu, n)du=0. 


Durch Vertauschung von &: und y ergibt sich hieraus 
nf e Sar (h &) p$ mi flia &) BR i 


NN: ne ES] Ni g e1 


+t Det flp G) Dp $ Eii s 


M Na «=e Np- 


+ foal ne rt van = 0. 


ny Na 


-x 
St 
er 


Für p=1 sind (4) add (5 ) die Formeln (14) und (15) des 8 182. 

‘Wir wollen jetzt noch den Fall betrachten, daß D, gerade den 
Rang p hat (p>0). Dann sind in den Formeln (4) und (5) die 
(p— 1)! Minoren gleich Null zu setzen. Die Formeln reduzieren 
sich dann auf 


ENES BE 
, sı bz 1 92 P (m. u) =(, 
(4) D; | a + for k EAN 5 Ein; u) dw 


URN don S 


mm. y NI NN 


6) pis 5) + fo; \ ae 5, flu, i) du = 0. 


8 186. Lineare homogene Integralgleichungen. 
In § 183 lösten wir die Integralgleichung 
f 1 


(1) plet frie, y) gdy = wla) 0=:=1) 
) 
und fanden i 
2,(}) 
(2) yie) + | -5 YU) dy = ple). 


VÖ 
Dabei war vorausgesetzt 
D,=#0. 
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Wenn in der Gleichung (1) (x) identisch verschwindet, so ent- 
steht die lineare homogene Integralgleichung 


1 
(3) gl) + [re po) dy = 0. 
0 


Wenn D; + 0 ist, so zeigt die Auflösungsformel (2), daß 
p(z) = 0, 
ist. Außer dieser trivialen Lösung gibt es also im Falle D, + 0 
keine andere. 
Wenn aber D,=0 ist, so hat die Gleichung (3) außer der 
trivialen Lösung p = 0 noch andere. 
Ist » der Rang von D,, so verschwindet 


Ware oBert, H 
(4) p, | % Yr) ETTE) 
7, Ty GETIPT Tl 


nicht identisch und nach Formel (4) in $ 185 ist 


ly Yyy) Yayııa.d 
(5) Dr | liye "i + fra. u) p” Pi ’r\ du = Ù. 


2%... 


Daraus ersehen wir, daß 3 
\ 


W Y YEY 
PEER, k REDIS a] 
eine Lösung von (3) ist, die bei passender Wahl der Parameter 
%yy...,%, und Y,...,y, Sicher nicht identisch verschwindet, weil 
eben (4) nicht identisch Null ist. 

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen. 

Die lineare homogene Integralgleichung (8) gestattet 
dann und nur dann eine nichttriviale Lösung, wenn ihre 
Determinante gleich Null ist. 

Dies ist das Analogon des Satzes über » lincare homogene 
Gleichungen mit n Unbekannten, den wir früher kennen lernten. 

Nun kann man sich die Aufgabe stellen, alle Lösungen von (8) 
zu finden. Dies läßt sich mittels der Formel (5) in $ 185 in ein- 
fachster Weise machen. 

Wir wenden die genannte Formel auf den Minor 

D, k Y a, 
% %, ... Th 
an. Dann haben wir also in jener Formel zunächst p durch p+ 1 
zu ersetzen und dann statt 
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& 
Es San Enya ma Mr Mar 
bezüglich zu schreiben 


Ya Yi: > o Yp und g, Ts eee Dye 


Wir finden auf diese Weise 


yY, 1 U Ya oan 
D Frenn e Era nn. 


02, 0. 


: DERN Yı Ya '+- Yp 
(6) Ee 1)? re, PEAK WI 


27 
Er fat I: A Bon ; 
| 
Multiplizieren wir jetzt (6) mit œ (y) und integrieren nach y (von 0 
bis 1), so ergibt sich, wenn p eine Lösung von (3) ist 


1 
Y Y N 
fh f En | gody- pD le) 


r? 


E ESSR 


f(u, y) du =0. 


i Ma ( YY.. Yp 
x P| i: SeS '_ 1\p-1 ; 
Daai al ee om 
U Yy keint 
55 k a É pU == 95 
f» k 2, u) plu du = € 
0 


` Wir dürfen nämlich überall 


In f(z y) ply)dy durch — ø (z) 
ersetzen. ; 
Die Gleichung (7) reduziert sich aber, wenn wir 2, Yy, ++. Lps Yp 
so wählen, dab 
n|” Ale, Ya) +0 


. 1 pi 
ist, auf 
PR) Yı 9 Y 
piz) = - n T D; % f A 
mE 20... 7, 
(7) U s. Ep 
e e ven pl» % 


Due . w ex ER A 
2 
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Wir wollen nun in dem Symbol 


D; A 
Breet 


x, durch æ ersetzen und die so entstehende Funktion, dividiert durch 


D, y E t) gleich — g,(x) setzen. Dann ist 
p 


=, . 
D,{ Yı Ya ++. n 


ee OOA. 
A 
D,| 1 ? 
T, Tp 
D (4 Yi Ys x) 
O D a Dy 
ENN ea ERA = 7 
D, (fi . ke) Pa (2), 
ERT 
D K Y Ys Yp ) 
— 1r-1 2 Ki V Pp-1) = ) Th 
( ) D; (f . we) Pal } 


und die Formel (7) nimmt die folgende einfache Gestalt an 
(8) g (2) = c p (2) + o, pa (2) +- - - + ep Pp (0). 
Dabei haben wir gesetzt 
o =— Plt) -o Cp = Y (Ep): 
Die Formel (8) lehrt uns, daß jede Lösung von (8) eine lineare 
Kombination der Funktionen g,(e), ..., pp (Œ) ist. 

Diese sind selbst Lösungen von (3), wie ihr Ausdruck zeigt, 
und wegen der Homogeneität von (3) ist jede lineare Kombination 
von Lösungen wieder eine Lösung. Wir dürfen also in der Formel (8) 
den c beliebige Werte beilegen und erhalten immer eine Lösung 
von (3). 

Nun wollen wir noch zeigen, daß die Funktionen g; (æ), -n p, (2) 
linear unabhängig sind. 


Um das zu beweisen, greifen wir auf Formel (5) zurück (S. 488). 
Sie lautet jetzt 


1 
Sre,w», Wau=1. 
(N 
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Ersetzen wir aber in (5) x, durch einen der Werte z,, 25, ..., 2,, 
so geht D; K EN A in Null über. Man hat also 
Dy ger. Ta 

1 1 7, 1 
re Wet Wan = [tes o) u) p, (u) =. -= Ta, ug du = 0. 
0 0 

Da p, (u) durch Vertauschung von ~, mit z, zu g,(u) wird, so 
ist allgemein 


1 
Stra Warmau=1, 


1 
Jie ü) p, (u)du = 0. T 
0 


Wäre nun 

C Pi (4) + cs pa (U) +- -+ e, Pp) = 0, V0Eu=]) 
so würde daraus folgen 

1 


fip... topp} fa; w du == 0 
0 
und zwar fürk=1, 2, ...p. 
Damit ist die lineare Unabhängigkeit von g(a), --.; Ppl) 
bewiesen. 
Wir sehen also, daß eine lineare homogene Integral- 
gleichung so viele linear unabhängige Lösungen hat, wie 
der Rang ihrer Determinante angibt. 


Bei n linearen homogenen Gleichungen mit n Unbekannten 
würde der Satz genau ebenso lauten, wenn wir den Rang einer 
n-reihigen Determinante anders definierten als es üblich ist. Einer 
vou Null verschiedenen Determinante sollte man den Rang 0, einer 
Determinante, die durch Streichung einer Zeile und einer Spalte von 
Null verschieden gemacht werden kann, den Rang 1 zuschreiben usw. 
Dann hätten n lineare homogene Gleichungen mit n Unbekannten so 
viele unabhängige Lösungen wie der Rang der Determinante angibt. 

Zum Schluß wollen wir noch zusehen, was der oben dargelegten 
Frepnormschen Auflösung der Gleichung (8) im Falle von n linearen 
homogenen Gleichungen mit n Unbekannten entspricht, Die x und y 
sind dann nicht mehr kontinuierliche Veränderliche, sondern Indizes, 
die auf die Werte 1, 2,...,n beschränkt sind. 


5 
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Wenn die Gleichungen 


a PUJ a p2) +... 
an PÒL) + a p) t.. 


91 p(t) F 9, P (2) F AS 


lauten,! so ist 


der Minor von 


der nach Streichung der Zeilen y,, Yy,- 
Irre Dy 


Er 


Wir wollen annehmen, daß gerade der Minor 


1- 


A) Y Y.: Ya) 
iz To 2 Eu) 
Mara a 
i 11.712 ac 
| | 
| Aog Ag Un | 
I 
| Mal Aug ey, Qan 


stehen bleibt. 


diese Eigenschaft hat. 


Dann würden die Feevaormschen Lösungen (2), 


folgende sein: 


p (w) = -— 


Man sieht, daß 


Pl) P?) 


.., Yp und der Spalten 


Der Rang dieser Determinante ist p 
(n--p im gewöhnlichen Sinne) und der Minor muß so gewählt sein, 
daß er nicht verschwindet. 


alle Null sind bis auf 9, (= — 1. 


<- Palp) 


1 Wir bezeichnen die Unbekannten mit œ (1), p (2), ..- p(n) 


AE ORAA 
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Ferner ist 
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rn Orti pts o i Corio 
Opte Cpt, p+ © Opto n 
a a : 
pipt) = ten In |, 
pH ptl Cpp e rl,n 
Gn42,941 Ĉp+2, pt3 °°° Qp4z,n 
i Qn pl Qa P+? re ann 
O rI Ohak eea] 
p42 ptl rtze te Anızm 
a a a 
Ka n,p+1 nk nn 
lo ee us I, 
#+l, pri PHL, pH? tt pen 
Q42, pti pt2 p+ °°* Opyo, n 
| Qa, p+ Qn, p42 ES, Oan 
| Qotil pti p+ ptz *'e Ôpti,k 
| Opar ptl Yprrp42 © © Čp42,k 
ln met up ir. Ca et 
Ai Eee a a a 
pti pti Opti pte ee ptian 
| lpt, pi Ĉp+2, pt2 `° t Opan 
| On, p+l On p+ nee Aan i 


p, (p + 1), ..- p(n) ist also nichts anderes als die Lösung des 


Systems, 


= apte F ipti, pt pl +i) +.. + apy, pin) = 
TN Apy k W @,+2, p+l o(p Ar 1) E pst a4, PM) a Ar) 


. . . . . . . . . . 


T F anp 


nn 


pln +I) +... t an 


0, 
0 


. . . . . 


pmn)=0, 


wie man sie mittels der Cramerschen Regel findet. 
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8 187. Inhomogene lineare Integralgleichungen mit 
verschwindender Determinante. 


Die Determinante Dy der Gleichung 
1 
(1) Di) + [Fe Dadya) (=r=1) 
ö 


sei gleich Null und habe den Rang p. 
Ist D, (x) eine spezielle Lösung von (1) und ø (x) eine beliebige 
Lösung von (1), so folgt aus (1) und aus 


1 
Dyle) + f f(e, y) Way = we) 
0 
durch Subtraktion 


1 
(Da) - + [fe nf Bo) b w)jdy = 0. 
0 
P(x) — (D (x) ist also eine Lösung der homogenen Gleichung 


’ 1 
(2) ple) + [re pudy =0. 


Umgekehrt ist 
. P) = P(e) + pl) 
eine Lösung von (1), sobald g(x) eine Lösung von (2) ist. 
Sind g, (2), 9, (®), -- pp) unabhängige Lösungen von (2), 
so stellt 
Datanet.. teppe) (C -cp Konstanten) 


die allgemeinste Lösung von (1) dar. 

Es handelt sich also nur darum, eine spezielle Lösung von (1) 
zu finden. HIER 

Wir greifen auf Formel (6) in § 186 zurück, multiplizieren 
diese Formel mit ®(y) und integrieren dann nach y (von O bis 1). 
Dabei nehmen wir an, daß ® eine Lösung von (1) ist. 

Es ergibt sich auf diese Weise, wenn wir p}, »..., %, dieselbe 
Bedeutung beilegen wie in § 186 und es so einrichten, daß 


Y -- - Yp 
m 
ist, 
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wiz) — Pl) tepet.. t c, pple) 
1 
S D, |2 9 Ye ; 
da au wlydy = 0. 


Setzen wir 


bi) — o pa — Cp Pp (2) = B; (2), 
so wird 
! 1 
°D E a) 
5 ANO 0 ...0 ` 
(2) 2O = yO | Te Le 
D (ear ; 


Hieraus geht folgendes hervor: 

Wenn (l) überhaupt eine Lösung besitzt, so ist auch (2) 
eine solche. 

Setzen wir nun (2) in die Gleichung (1) ein, so kommt 


1 


D; K T~ 5 
va+rl — nr rd 


D, (n =) 
Mer lp) 
u 


(v Yi Ea 
sjene: Fi E 


vı 


(3) 


Nach Formel (4) in & 185 ist aber 


1 
D; w Yi. Yp 

(a Penn kaa 

1 7 : SYT. 

ae 


+ fle, u) + ro n) t) +. + fo yxp) = 0. 
Dabei haben die Funktionen x,, ..., Xp folgende Bodeutung: 


n“ nr EER 
1 BD 


ae a). 
met 


D È Yı m 


x (u) z 
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Den) 


La Lyss. X . 
X (u) = — — ETT 2 
p, (4 : ’) 
Ti- -Tp 


D Baa 
f By Vo Va ei pn) 


HOSE T 
22) 


Sie bilden also ein Fundamentalsystem von Lösungen für die 
Integralgleichung 


1 
(5) zt) + [re uxla)dz = 0. 
0 


Mit Hilfe von (4) verwandelt sich (3) in 


1 1 
(6) f(z, n) fz (u) y (u) du +... + f (2, y) fz) y (u)du = 0. 
0 0 
0S2 1) 


Aus & 186 (S. 491) kann man entnehmen, daß 
ı 
Srewn.@d=1, 


0 
1 


ffe nze wz 
9 
ist, 
Multiplizieren wir (6) mit x,(@) und integrieren nach œ (von 
0 bis 1), so ergibt sich 
1 


[nWwwWau=0. k=1,2,...p. 
o 


Die Gleichung (1) hat also dann und nur dann eine 
Lösung, wenn w(x) zu den Lösungen der Gleichung (5) 
orthogonal ist.! 

Was entspricht diesem Satz bei einem System von m Glei- 
chungen mit n Unbekannten? 


! Vgl. wegen der Definition der Orthogonalität § 138, 8. 820. 
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Be een <<< GT Te 


An Stelle von (1) haben wir das Gleichungssystera 
PN) + O) +... -tan P= y, 
a5 aa PN Ha, PA) +... +0, Pln)=-p(2), 
U, ‚ei + an2 % (2) +. a nn Din) + sun j. 
Für die Gleichung. (5 (5) tritt das in 
f n X (1) + a x (2) + etann) = 0, 
(5) tia X (1) -+ Ge rP Hm, 


3 art) ia xA S z ax) = 0 
ein. 
Multipliziertt man die ie ohüngen (1) der Reihe nach mit 
xl), 2(2) » ., x(n}, so folgt aus (1%) und (5) 


(1) UHR) t- tHxznyn =o. 


Jede Lösung von (5) ist also zu (1), (2), .-. (n) orthogonal, 
Umgekehrt haben, wenn diese Eigenschaft besteht, die Matrizen 


| Ga Ag ee Ain Qa My +... YÜ) 
(8) a og ee Qin md Ca Ann YC) 
Oal Qna eee Onn 91 Ga Onn an) 


denselben Rang. Sonst wäre nämlich die Gleichung (7) nicht eine 
Folge von den Gleichungen (5), Daß aber die Gleichungen (1) 
dann und nur dann lösbar sind, wenn die Matrizen (8) denselben 
Rang haben, wissen wir aus $ 29. 


g 188. Die Frennornschen Funktionaloperationen. 


Es ist zweckmäßig, wie I'repnorm es tut, die Gleichung 


1 
(1) pi) + |T e u)dy = we) 
u, 0 $ 

als eine Funktionaloperation zu betrachten, die auf die Funktion 
g(x) angewandt wird und die Funktion w(x) als Resultat liefert. 

Er bezeichnet diese Operation mit $, und schreibt die Glei- 
chung (l) in der Form N 

Sp = u, 

d. b. „S; angewandt auf g gibt y“. 


KowaLewski, Determinanten 38 
+ 
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Den Frevnorarschen Funktionaloperationen kommt dieGruppen- 
eigenschaft zu. Anstatt zuerst S, und dann S, auszuführen, kann 
man auch eine gewisse Operation 5, vornehmen, d. h. es ist für 
jedes o (x) 

(2) j Sg P = 89. 
Man kann dies ausführlicher so ausdrücken: Wenn 
Sp =w und S, Y= 
ist, so läßt sich (æ, y) derart wählen, daß 


KA K 
wird. 
Aus . 
1 
ple) + fT Wear = wi) 
0 
“und 
1 
vo) + [ale wy t)du = z(a) 
0) 
folgt aber 3 
. - 
ya + [re ne Way + [at pudy 
u Ö 


w 
+ f fo dru DpW)audy = zia). 
9 
Setzen wir also 


(3) hlz, y) = f (£, Y) + glz, y) + fs, u) f (u, y) du, 
0 


so ist 
1 


g (z) + fhi, y) p (y)dy = x (£), 
0 


d. h, S p = yx. j 
Es gibt unter den Operationen S, eine die aus jeder Funktion q 
wieder p macht oder, wie man auch sagt, jede Funktion in sich 
überführt (invariant läßt). Diese Operation nennt man die Identität. 
Man kann leicht zeigen, daß bei ihr f(x, y) identisch verschwindet. 
Soll 


Som, 
d.h. ATE 


Die Fredholmschen Funktionaloperationen 499 


1 
pa) + [re spedu = PR) 
0 
sein, so folgt 


(4) [resweWa=-0. 05221) 


0 
Setzen wir aber 
N p (y) = Fio Y)» 
wo x irgend ein Wert aus (0, 1) ist, so verwandelt sich (4) in 


fre, YS r yay = 0: 
0 
Insbesondere ist also 
1 
few; Y)’dy=0. 
0 


Da wir f als reell und stetig voraussetzen, folgt hieraus 
fu =0. (Sy=El) 
x, ist aber ein beliebiger Wert aus (0, 1) Wir sehen also, daß f 
identisch verschwindet. 
` Wir wollen die Identität mit S, bezeichnen. 

Die Determinante D, möge die Determinante der Operation (1) 
heißen. 

Wenn zwischen S, S, S, die Beziehung (2), also zwischen 
ihren Kernen die Beziehung (3 x besteht, so ist, wie man aus § 181 
entnehmen kann, 
i D, D, =D, 

Nennt man $, das Produkt von S, und S, (in dieser Reihen- 
folge), so ist die Dote manae eines PAAS von FREDHOLM- 
schen Funktionaloperationen gleich dem Produkt ihrer 
Determinanten. 

Die Frevnonmschen Funktionaloperationen verhalten sich also 
ähnlich wie lineare Transformationen in n Veränderlichen, 

Innerhalb derGruppe aller Frepnormschen Funktionaloperationen 
bilden diejenigen eine Untergruppe, deren Determinante nicht ver- 
schwindet. Wir wollen sie die nichtsingulären Frepuounschen 
Funktionaloperationen nennen. Daß sie eine Untergruppe bilden, 


ist klar. Denn die Determinante eines Produktes von zwei solchen 
92* 
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Operationen ist von Null verschieden (als Produkt der Determinanten 
dieser Operationen). 

Wir beweisen jetzt folgenden Satz: 

Zu jeder nichtsingulären FrwpmoLnschen Funktional- 
operation gibt es eine, die mit ihr multipliziert dieldentität 


liefert. 
Wenn in (1) D,=+ 0 ist, so folgt daraus (vgl. § 183) 


ie 


Du): 


Setzen wir also 


so ist 
Sy=9, dh YEP, 
was auch @ sein mag. 
Da auch umgekehrt aus (1’) immer (1) folgt, so hat man 


S; S; y= wp, 
was auch w sein mag. 
Sowohl S S, als auch S; 5, ist somit die Identität. S, ist durch 


die Eigenschaft! 
A S S, S; = S) 
eindeutig bestimmt. Aus 
folgt nämlich N 
(S, S) S, = Sy S, = IV 


oder 
(8)=8,8=8,, ® 
d. h.? 
S, = Se 
. Ebenso ist S, durch die Eigenschaft 
5, = 8, 


eindeutig bestimmt. 
Man nennt S; und S, zueinander invers und schreibt 


S, = Srt, S; = S 


1 Die Faktoren sind von rechts nach links zu lesen, um die richtige 


Reihenfolge zu haben. 
? Es gilt hier, wie man leicht bestätigt, daB assoziative Gesetz. 
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FREDHOLM spricht im Fale einer singulären Operation S; 
von pseudoinversen Operationen. 
In $ 187 sahen wir, daß im Falle D; = 0 


Da) = p (2) + De 2) v(y)d 
Te 


eine Lösung von (1) ist.! Dabei bedeutet p den Rang von D; und 


YY 
p|% es 


1 » 


0 


ist ein von Null verschiedener p‘" Minor von D,. 
Setzen wir 


i n, (” Yı- 2) 
g= 7 er 
, y) = 
2, (& e X) 
EA Tp 


so hat die Operation S, die Eigenschaft, daß 
S; Srp (z) 
sich von (æ) nur um eine Lösung der Gleichung S;=0 unter- 
scheidet. Es ist also zwar nicht gerade immer 
A | S, Sp mrp 
aber doch wenigstens 
\ Sr S, Sip = SG: 
Ist g, (x), -- -, pp) ein Fundamentalsystem von Lösungen für die 
Gleichung S; = 0, so hat man 
S Spin sat AD Bar FU Con ren epp). 


Wir wollen zwei Funktionen. deren Differenz sich linear aus 
Ps: p, zusammensetzt, kongruent modulis 9,» - . %, 
nennen. Dann sind S, Spø und ø kongruent modulis @,, ..., Fy 
Für jedes p findet also die Kongruenz statt 


S Sp =E p. (modd. f, -- Pp) 


S, heißt bei Frroworm zu S; pseudoinvers. 


1 p(x) ist eine beliebige Funktion und y (x) = S; o. 


502 C. Neumanns Auflösung der Iniegralgleichung R, y=W 


& 189. C. Neumanss Auflösung der Integralgleichung S, pp = y. 


- 


Die Determinante der Integralgleichung 


a). gæti] fie, y) pudy = wla) 
0 


ist, wie wir a eine beständig En Potenzreihe: 


osoa rl) dæ + uff amd +: 


00 

Die Lösung von (1) ist ein Bruch, dessen Nenner D,, lautet 
und dessen Zähler eine beständig konvergente Potenzreihe in 4 ist, 
deren Koeffizienten von x abhängen (vgl. $ 183). 

Da sich 1:D,, in eine Potenzreihe entwickeln läßt, die wenigstens 
in gewisser Nähe von = 0 konvergiert, so läßt sich auch die 
Lösung von (1) als Potenzreihe in 7 schreiben. Diese Darstellung 
der Lösung hat C. Neumann schon lange vor FirevnoLm gegeben. 
Sie ist aber deshalb unvollkommen im Vergleich zur FREDHOLM schen 
Formel, weil sie sich nur auf eine gewisse Umgebung des Wertes 
4 =0 beschränkt. 

Es ist sehr leicht die Neumannsche Lösung von (1) zu finden. 

Wir wollen die nk die im Übergange von w(x) zu 


fr y) o (y)dy 
0 


besteht, mit & bezeichnen. 
Dann läßt sich die Gleichung (1) in folgender Form schreiben 
Sehr,  p+ilĝgp=y. 
Daraus findet man durch Anwendung von & 
yp +i gy =y; 
3% + ea = Rty, 
wobei &° statt RR, &@? statt ann geschrieben ist usw. 
Hieraus folgt 
vorrRyraRy—..+(-tateiyagn+ (Img. 
Nun hat man aber, wenn M das Maximum von |f(x,y)| und 


m, das von 
lo,(@)| = |" o| 
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bezeichnet, 
ni, << M Mpg 
also 
m < Mm 
n 


m, ist das Maximum von jo(z)!. 
Setzen wir o = y, so wird also, 
large! < (12 1 Mjm,- 
Im Falle 
ia 1 
Al< jr 
ist daher 
imago = 0 - 
n= 


und man erhält für y die Reihe 

p =p iR t Ry — RU +... 
Umgekehrt ist leicht zu zeigen, daß w — 4R w +R? w—... eine 
Lösung der betrachteten Integralgleichung ist. 


Verstehen wir unter m das Maximum von | (2), so sind die 
Glieder dieser Reihe absolut genommen kleiner als die der Reihe 


mi FJA MEIMEI +..).. 

Nehmen wir also wie vorhin |Al<1:M an, so ist w— Ay 

+28: —... bei festgehaltenem A gleichmäßig konvergent. Es 
wird daher 
Kp=ktv-ikyHRPuy—... 


und 
94 lp = y. 


. 8 190. Lineare Integralgleichungen mit komplexem Kern. 


Wir haben bisher den Kern der Iuagealglelchung, immer als 
reell vorausgesetzt. 

Die Frepmormsche Theorie läßt sich aber auch, für den Fall 
durchführen, daß der Kern f(x, y) eine komplexe stetige Funktion ist. 

Die Ableitung der Sätze ist im wesentlichen dieselbe. Nur 
an einigen Stellen treten naheliegende Modifikationen ein. 

Z. B. muß man den Havamannschen Hilfssatz (§ 180) anders 
fassen. 
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Es liege eine Matrix 


Qai ya 


(1) lay mg 


mit komplexen Elementen vor. 
Wir multiplizieren sie mit der 


ü a, p a, n 
day Aggro Ay 
DEREN 
; N pı “nz pn 
Dann ergibt sich: 
(a 4)... (a @,)| 
(ap 4) ---(a,@,)| 
(2) (a, a) 
(a, &)..-.(a 2,,) i ; 1 
a a 
= (a, 4,) . 1 (apa a) 
(ap %) -e (Opa üp) aa 
Nun ist aber die Determinante 
aa le, d,.) ü 


(aa a) eek CAR TERN aa | 


% 


H&rmıtesche Form 


2 (aa) aË, 


u 


i a 
nie negativ, wie man e dio komplexen Zahlen « und ihre 
konjugierten wählen mag. Man erkennt das z. B., 


0 


EEEE 


| 
| 
| 
i 


p1) Kes] 2. 
pal åp) a) 
P Cor | 


indem man dje 


ll 1) 


orthogonal auf die kanonische Form bringt (vgl. $ 117) und die » 


kontragradient transformiert. 
Es folgt also aus (2) 


(3) A <(a,a a)A,ı: 


wenn wir 


setzen. 
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Durch wiederholte Anwendung von (3) ergibt sich 
(4) A, = (a 8) (0 a). - (a,4). 
Nennen wir A, die Norm der Matrix (1), so ist (a,u) die Norm 
der einzeiligen Matrix 

Aris Ag» = 5 Int 

Die Uugleichung (4) besagt also folgendes: 

Die Norm einer Matrix ist nie größer als das Produkt aus 
den Normen ihrer Zeilen. 

Sind übrigens 
(5) Ms M, u Men 

; » 


die »-reibigen Minoren von (1), so ist die Norm dieser Matrix 
auch gleich ve ii 
M M, + M, M, -+ ... Mn) Men) y 
r p? 


also gleich der Norm der einzeiligen Matrix (5). 


Neunzehntes Kapitel. 


Die Hilbertschen Eigenfunktionen eines reellen 
symmetrischen Kerns. 


§ 191. Eine besondere Art von Funktionaloperationen. 
fix, y) sei in dem Gebiet 
3 or yzl 
reell und stetig. 
` Ist dann fr) in (0, 1) stetig, so gilt dasselbe von der Funktion 


1 
1) ya) = [re u) pody. 0.251) 
0 


Wir haben hier also eine Operation vor uns, die jede in (0, 1) 
stetige Funktion p(x) in eine ebensolche Funktion g, (z) verwandelt. 
Diese Operation möge mit &, bezeichnet werden.! f(x,y) nennen 
wir den Kern von &,. 


1 Sie entsteht aus der Freeapnormschen Operation y = S; p, indem man 
y = lp setzt und dann A unendlich werden läßt. Wir benutzten sie schon 
in § 189. : 
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Den Operationen Ñ, kommt, wie den FrepuoLmschen Funktional- 
operationen (vgl. § 188), die Gruppeneigenschaft zu. 


Aus 
1 
ve) = fre Y) p u)dy 
und 


1 
zi) = fole, u) pudu 
0 


folgt nämlich 
dt 
x(«) - [{ g(x, u) flu, y) du) gly) dy. 
o 0 
Setzen wir also 
1 


ha, y) = [oe u) flu, y) du, 
0) 
so ist für jedes p 
8, Rp Fr 8, gr 
oder kurz 8,8, = R,.! í 
Für ER, QAR, ... schreiben wir (wie in § 189) R? @ì3, ... 
Diese Operationen nennt man die Iterationen von Sl. 
Statt des Symbols $,, werden wir vielfach A®, benutzen, weil 
offenbar... ; i 
; Rp =R, p 
ist. ` 
Auch A selbst betrachten wir als Symbol einer Operation, die 
darin besteht, daß (x) mit der Konstanten A multipliziert wird. 
1 ist also hier das Symbol der Identität, die im Übergunge von 
p(z) zu o (x) besteht, 
` Unter $, + &, verstehen wir die Operation, die von œ (z) zu 
E p +R, p führt. ; 
‚Nach diesen Bemerkungen ist es klar, welche Operation durch 
ein Polynom in Rys Ba, -.., Ri angedeutet wird. 
Es gelten für solche Polynome die gewöhnlichen Rechnungs- 
gesetze, mit Ausnahme des Kommutativgesetzes der Multiplikation. 


! Wir betrachten nur stetige Funktionen. 
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§ 192. Invarianten von Ñ. 


Eine nicht identisch verschwindende Funktion! (x), die 
die Eigenschaft 


1 
gy=c8g, dh p= c | rt, pudy 
o 


besitzt, wollen wir eine Invariante von & nennen. 

e soll eine Konstante bedeuten. Diese ist mach der obigen 
Definition von Null verschieden, weil œ nicht identisch ver- 
schwindet. 

Aus 


p =op 
folgt durch Anwendung der Operation fi 
Q q= oÑ? 


; g= oip SoNg 
ist. Hieraus folgt weiter 


so dab 


y= eo, 
also . 
p=. Np = Ry 

usf, 
Man sieht hieraus, daB jede Invariante von & eine In- 
variante von Ñ" ist. Das versteht sich auch ganz von selbst- 
Denn œ multipliziert sich bei Anwendung von & mit dem konstanten 
Faktor 1/e, also bei »-maliger Anwendung von & mit (1/ej". 

Wir wollen jetzt einen weniger trivialen Satz beweisen, der so 
lautet: 

Jede Invariante von Ñ” läßt sich additiv aus Invarian- 
ten von Ñ in endlicher Anzahl zusammensetzen. 

D(x) sei eine Invariante von ®*. Es sei also 


a . 
(D = OR D. 
Wir zerlegen das Polynom 
oR—1 
in seine Linearfaktoren: 
co 1= +R- 1e- 1)... (oR — 1) 


und. setzen 


1 Statt. R; schreiben wir hier kurz $. 
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,E- NEN... E-D=B 


d 


la R — 1) R— 1)... (n 8 eT 


e -1e ®—1).. a &— iya 2. 
Die ® sind dann Polynome (n — 1)" Gran in & und es besteht 
zwischen ihnen keine lineare Abhängigkeit. Denn aus 

a Pı +, PB, Heee Han Ba =O (für alle Werte von &) 
folgt, wenn wir = 1/e, setzen, a, = 0. Es verschwinden nämlich 
für = alle $ außer Pe 

Wir können also die Gleichungen (1) nach 

I RÄT e NE 

auflösen. Insbesondere ist 
(2) 1 =a P ta Py +H a, Pa 
mithin 

D =a R, D Ha P D-H.. Ha, B, L. 
Die Konstanten a sind alle von Null verschieden. Wäre z.B. a, = 0, 
so würde sich die rechte Seite von (2), wenn wir = 1/e, setzten, 
auf Null reduzieren. 

Durch passende Numerierung der e läßt sich erreichen, daß 
gerade P, D, P, P, ... P, P nicht identisch Null sind, während 
die übrigen P W, falls es solche gibt, identisch verschwinden. 

Setzen wir nun 


aP B= gp, a Pa P= pas oou a Pp, P I ț rys 
so wird 
D= p t Ppt. +9, 

und die p sind Invarianten von &. Man hat nämlich 

RED B D= et- 1P, D = d (C D dj =, 
also auch 
(8) > Rp p = 0. k=1,%...,%) 

Verstehen-wir unter VG irgend eine n!* Wurzel aus 0, su lassen 
sich die Formeln (3) auch in folgender Weise schreiben: 


(3) = 0, VOR =o V6R 
o PA=nVORp, -u p= 0, VCRE 
Dys Oas +, O, Bind voneinander verschiedene n'° Einheitswurzeln. 


1 Die c sind alle verschieden, weil die Gleichung C&"—1 =0 lauter 
verschiedene Wurzeln hat. 
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Aus (3) ersieht man auch, dad 
pi = Op Pr = Cg, 
ist. Pis Por.. P, multiplizieren sich also, wenn man sie der 
Operation $* unterwirft, alle mit derselben Konstanten 1/0. Unter- 
% 
wirft man sie aber der Operation fl, so multiplizieren sie sich mit 
verschiedenen nf!“ Wurzeln aus.1/C. 


8193. KEigenwerte des Kerns f(x, y). 


Wenn œ eine Invariante von Ñ, ist, wenn also die Gleichung 
p= (A konstant) 
stattfindet, so ist œ eine nichttriviale Lösung der Integralgleichung 
1 


(1) pe) -i fre ngpo= o. 


U 


Es muĝ also die Determinante 


1 11 
2 læ 22 x z, 
Da =1— à frie) da, + afre a dx, ddy. 
0 00 


gleich Null sein (vgl. 8 186 und 190). 
Ist umgekehrt 


(2) D,,=0 


und bat D_,, den Rang p, so lassen sich, wie wir wissen, alle 
Lösungen ø (x) der Gleichung (1) aus p linear unabhängigen zu- 
sammensetzen. 

Man nennt die Wurzeln der Gleichung (2) die Eigenwerte 
des Kerns’ f(x, y) Zu jedem Eigenwert A gehört also eine endliche 
Anzahl linear unabhängiger Invarianten, und zwar genau so viele, 
als der Rang von D_,, beträgt. Jede lineare Kombination dieser 
Invarianten ist offenbar wieder eine Invariante, die zu demselben 
Eigenwert A gehört. Denn aus 

p= LRO, y= ARY, . 
folgt 
aptüy+...-=1Rlap tby.) 
wie auch die Konstanten a, b, ... gewählt sind. Damit ap -+ by +... 
nicht identisch verschwindet, muß man das Wertsystem «a =b =... = 0 
ausschließen. ) 
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Eine zu A gehörige Invariante läßt sich nicht linear durch eine 
endliche Anzahl von Invarianten ausdrücken, die zu andern Eigen- 
werten des Kernes f(x, y) gehören. 

Wenn nämlich 

P =) Rp. o Pa = Aa E Pn 
ist und die A alle verschieden sind, so folgt aus 
(8) a Pi + ty Pyt -et npa =O 
durch wiederholte Anwendung von N 


a a Pn 
A O =0, 


hi hs 
i Pı h Pr An Pa AR 
(4) 4° p her Er ... + FR 0, 


a a, An Pn 
an ar an AF ur an m ge 0. 


Nun ist die Determinante 
1 1 T A 1 


Up a 1 

i FB hr 
BE Ben. 
et FRE er AT 


von Null verschieden (vgl. $ 21). Es muß also in dem ganzen 
Intervall (0, 1) 

ap =0I9, m, =0,..,,9,=0 
sein. Da P @s,...,p, nicht identisch verschwinden (nach der 
Definition der Invarianten), so müssen die Koeffizienten a, Ay en, 
alle gleich Null sein. 

Die Wurzeln einer beständig konvergenten Potenzreihe haben 
die Eigenschaft, gegeneinander isoliert zu sein. Wenn m, eine 
Wurzel der beständig konvergenten Potenzreihe a) + a, 2 + a,0°+... 
ist, so läßt sich in der Ebene der komplexen Zahlen um x, ein 
Kreis beschreiben, der außer a, keine Nullstelle von a, + a s + 
aw? --... enthält. Hieraus ergibt sich leicht, daß in einem um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreis X, vom Radius ọ nur eine end- 
liche Anzahl n, von Nullstellen ‘der Potenzreihe liegt. 

Man kann also die Nullstellen von ,+a2+,2°-++... in 
Form einer Folge! schreiben. Zuerst kommen die n, Nullstellen, 


1 Diese Folge kann endlich oder unendlich sein. Bei e” enthält sie über- 
baupt kein Glied. 


a NE 
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die in dem Kreise X, liegen, dann die n, — n, Nullstellen, die in K,, 
aber nıcht in K, liegen, dann die n,—n, Nullstellen, die in X,, 
aber nicht in X, liegen usw. 

Stellt man nun für D_,, die Folge der Nullstellen auf und 
ersetzt in ihr jedes Glied A durch ein Fundamentalsystem zugehöriger 
Invarianten, so ergibt sich eine Folge linear unabhängiger Funktionen, 
und jede Invariante von $, läßt sich aus einer endlichen Anzahl 
von Funktionen dieser Folge linear zusammensetzen. 

Wir wollen eine solche Folge 'als eine vollständige In- 
variantenfolge von Q, bezeichnen. 


$ 194. Symmetrische Kerne. 


Wir nehmen jetzt an, daß der Kern (x, y) symmetrisch ist, 
dab also für O= x, y:=1 die Gleichung 
(1) f(e, y) = fy, ©) 
gilt. /(æ, y) soll wie bisher reell und stetig sein. Außerdem soll 
fæ, u) nicht identisch verschwinden. 

In diesem Falle gibt es, wie wir sehen werden, stets In- ` 
varianten oder, was auf dasselbe hinauskommt, stets Eigenwerte. Bei 
unsymmetrischen Kernen kann es vorkommen, daß keine Invarianten 
da sind, obwohl der Kern nicht identisch verschwindet. Ist z. B. 


fa, y) = u(x)v (y), 
so nimmt die Formel 
1 


ya=altanFWay 
0 


die Gestalt an 


i 
pe) = ruk fvw gpw) dy, 
0 


d.h. ; 
ple) = cula). 
Dabei ist 
1 1 
c= a fop dy = ào [uwonay. 
0 0 ; 
Wenn nun 
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ist, so hat man e = 0, also auch (z) == 0, d.h. es gibt keine In- 
variante. Dieser Fall liegt z. B. vor, wenn 
ur) = sin mg, v(x) = cos ma 
ist, also 
f(z, y) = 8M mx cos my. 

Bevor wir die Existenz von Eigenwerten bei einem symmetrischen 
‚Korn beweisen, zeigen wir, daß em solcher Kern nur reelle Eigen 
werte haben kann. Ear 

Sind p und p Invarianten, die zu verschiedenen Eigenwerten 
des symmetrischen Kernes f(x, y) gehören, so ist 


1 
(2 pie) \dz=0. 
\“ piap izd 
J 
Hat man nämlich 
x 
E pl) =2 |fe Dpydy 
ô ' 
uud 
à 
(4) p(z) = u | Fœ, pudy, 
I) 
so wird nach (3) 
1 r 2 
(5) pf pewade= in f STe pu wedy da 
0 09 
und nach (4) 
i 21 
(6) 2 [p yædz = ru [f fæ, Maple) wi)dedy. 
0 60 ; 


Nun sind z, y völlig gleichberechtigte Integrationsyariable, 
Daher ist 


11 11 
[re y) p y) y (a) dy de = fl fly, ©) pe) y(y)dedy 
00 ü 

11 


fæ, ple) py) dedy, 


wenn man noch die Eigenschaft (1) berücksichtigt. 
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Die rechten Seiten von (5) und (6) sind also gleich. Folglich 
hat man 


1 
à — [pl wla)dz = 0. 


Daraus ergibt sich aber, weil 4+ u vorausgesetzt wird, die 
Eigenschaft (2). 

Nun sei å ein beliebiger Kigenwert und œ (zx) eine Invariante, 
die zu ihm gehört. Dann folgt aus Gleichung (3), weil f reell ist, 


1 
ple) = 1 [Te Dp a) dy 
9 


Dabei ist 4 zu A und ø zu p konjugiert komplex. 
Wären A und } verschieden, so. müßte 
1 
(1) [pepade = 0 
u 
sein. y{x)@(«) ist aber stetig, nirgends negativ, und nicht überall 
gleich Null, weil (x) nicht identisch verschwindet. Daher kann 
die Gleichung (7) nicht bestehen, und es ist also 
IEN, 
d. h. à reell, 

Wenn g(x) = p (æ) + ip, (x) eine komplexe Invariante ist, so 
sind p(x), 9, (x) reelle Invarianten, die zu demselben Eigenwert ge- 
hören, wie (æ) Man darf sich deshalb auf reelle Invarianten 
beschränken. HırsrrT nennt sie die Bigenfunktionen des Kerns 
f, y). 

Gehören zu dem Eigenwert A gerade p und nicht mehr linear 
unabhängige Eigenfunktionen, so können wir diese so auswählen, 
daß sie ein normiertes Orthogonalsystem bilden (vgl. $ 134), Sind 
nämlich a (£), ap; (2), - » +, Yp) linear unabhängige Kigenfunktionen, 
die jenem 'Eigenwert i entsprechen, so gilt dasselbe von 


W = 0 Y t aa W H- rap Wp 
La Say a oae 
Wa =e ea es 


sobald nur die Determinante der e a Null ist. Durch passende 
Wahl der c läßt sich aber erreichen, daB W (m), W, (x), ..., #,(«) 
die Relationen 


Kowaurwskı, Determinanten 


33 
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Lira 

f wa = 1, 
es ns=1,2....7; r=s) 
few =0 
0 . 


erfüllen, die für ein normiertes Orthogonalsystem charakteristisch sind. 

Bildet man für jeden Eigenwert ein. normiertes Orthogonal- 
system von Eigenfunktionen, so ergibt sich eine Folge (vgl. § 193, 
Schluß) 

Pı @), Pa (2) Pa lT) >- 

die selbst ein (endliches oder unendliches) normiertes Orthogonal- 
system ist. Denn zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehörige 
Eigenfunktionen p{x), (x) sind zueinander orthogonal. Sie erfüllen 
ja, wie wir sahen, die Gleichung (2). Eine solche Folge nennt man 
ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von Eigen- 
funktionen. 

Jede Eigenfunktion von f(x,y) setzt sich linear aus einer end- 
lichen Anzahl von Gliedern dieses Systems zusammen. 


$ 195. Die iterierten Kerne. 


fo, y) sei ein reeller symmetrischer Kern und Q die Operation, 
die im Übergange von p(z) zu ` 
r 
wa) = [tæ pudy 
ü 
besteht. 


Die Kerne von 2, N’, R4, ... nennt man die Iterationen des 
Kernes f(x, y) und bezeichnet sie mit f2, f9, fo... 

f selbst wollen wir mit /® bezeichnen. 

Die iterierten Kerne berechnen sich nach der Rekursionsformel 
(vgl. § 191) 


1 


(1) ra, y) = fA, fA, gdu. a= 1, 2,8, 
0 
Es gilt auch die allgemeinere Formel 
1 
(2) AE (w, y) = [rm u) (u, y)du, (mın=1,2,3,...). 
(0 


die sich aus der Relation "tr = Qu fir ergibt. 
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ns fo... sind wie /® symmetrisch. "Wenn dies für 
f2, ..2.; f® schon bewiesen ist, so folgt es für fr+» mit: ma ‚der 
Formel. (2). Man hat nämlich nach jji 


Ferry, a) = fewn u) f” (u, z) du 


a sf Peg, a Pu gdu pataa gy ' 


“Wenn, f® nicht identisch verschwindet, so gilt das- 


selbe von te, fd)... 
l f?® sei der erste Kern mit geradem Index, der identisch ver- 


schwindet. ‚Dann ist nach (2) 
1 i 
0 = fè» (e, y) = [79 (e, u) u, y)au 
í 0 n 
Insbesondere wäre also 


1 1 
B) O= f(z, a) = f an) mu adu 
0 


1 
= firon udu=0. (05751). 


Nun Aind Eher f®, f®, ... stetig, weil wir von f die Stetigkeit 
fordern.“ Also folgt aus (3) i AR 
f(s, u= 0. V=s7u=]1) 
f®(z,'y) ist also identisch Null. Da f?» der erste Kern mit ge- 
radem Index sein sollte, der identisch verschwindet, so ist n un- 
gerade. Wenn aber /® identisch Null’ist, so ist es auch /"+®, und 
n- 1 ist gerade. Dann hätten wir n +1 = 2n, d: hon = 1/; Wir 
setzen aber gerade voraus, daß f@® nicht identisch verschwindet... 


8196. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen der iterierten Kerne, 


f(x, y) sei ein reeller symmetrischer Kern und f”, Din. seine 
Iterationen. A habe ‘dieselbe Bedeutung wie in & 195, 

' Ausg 192 wissen wir, daß jede- Invariante" ®» yon ft" sich 
Rau aus p' (< n) Invarianten p von Q Au an u Gehört: 


1 Das sieht man aus Formel (1). al 
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zu dem Eigenwert A von /", so gehören die p Invarianten p zu 
Eigenwerten von f, die p verschiedene n Wurzeln von A sind. 

Nun sind im vorliegenden Falle die Eigenwerte von f® und 
von f reel. Es ist daher nicht nur A reell, sondern auch jene 
p n*a Wurzeln von A. 

Im Falle eines ungeraden » gibt es aber nur eine reelle 
n Wurzel von A, Also ist p = 1, d.h. jede Invariante von &™ ist 
zugleich eine Invariante von 8. Das Umgekehrte gilt aber auch. 
X und & haben daher genau dieselben Invarianten. 

Wenn n gerade ist, eo muß A positiv sein, und es gibt dann 
zwei reelle nte Wurzeln. Die Zahl p ist also entweder gleich 1 
oder gleich 2, d. h. jede Invariante von $" ist entweder auch eine 
Invariante von ® oder eine Summe von zwei solchen. Handelt es 
sich um eine reelle Invariante von &”, die sich additiv aus zwei 
Invarianten von @ zusammensetzt, so sind diese selbst reell. 

Es gilt also der Satz: 

Jede Eigenfunktion von f ist auch eine Eigenfunktion 
von f® und jede Eigenfunktion von f® ist entweder eine 
Eigenfunktion von f oder die Summe von zwei solchen. 

Daraus geht unmittelbar folgendes hervor: 

Ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von 
Eigenfunktionen des Kerns f ist auch ein solches für jede 
Iteration von f : 

Wenn A ein Eigenwert von f ist, so ist A” ein Eigenwert von fi" 
(vgl. $ 192), und man erhält alle Eigenwerte von f™, wenn man A 
alle Eigenwerte von f durchlaufen läßt. 

Die Eigenwerte von f® sind also die n Potenzen der 
Eigenwerte von fi 


8 197. Vorbereitungen zu E. Sonmmrs Existenzbeweis. 


Die Operation $, ist das Analogon einer linearen Trans- 


formation 
mem B E hg 2 tr tan 


(1) Ya =la a ti Fee F antas 
. Yn = Oni ti Fang Ta Fo eoe F ARE Ze 
Bezeichnen wir das Wertsystem s, &,, ..., œ, kurz mit z und 
A y . 1 2 4 ir . 
das Wertsystem y, %,, ».-, Y, mit y, ferner die lineare Trans- 


formation (1) mit 7, so lassen sich die Gleichungen (1) in die eine 
symbolische Gleichung 
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y = Tx 
zusammenziehen. 
Den Invarianten von f(x, y) entsprechen hier solche Wert- 


systeme x, die nicht aus lauter Nullen bestehen und die Eigenschaft 
g = Tx (à konstant) 


besitzen. A genügt dann der Gleichung 


| 1 — ła, — 2a» “u. — Aa, 
(2) | — May 1 — ilgs ee AR, 0: 
| ET Rani» = AQ,a» el — Aann | 


Die Wurzeln dieser Gleichung entsprechen den Eigenwerten 
von f(z, y). 

Wenn wir annehmen, daß die Determinante von T symmetrisch 
ist (a,, = a,,), so haben wir das Analogon eines Ñ, mit symmetrischem 
Kern. In diesem Falle hat die Gleichung (2), wenn nicht alle a,, 
verschwinden, sicher eine Wurzel. Wir wissen nämlich (vgl. § 115), 
daß eine p-fache Wurzel der Gleichung 


| 9, a tn a. | 
r Qa , a2 u I ..y g A Aa 
(2) n |=0 (=a) 
| | 
| ao aa ol] 


der Determinante links den Rang n — p gibt! Wenn nun nicht 
alle a,, gleich Null sind, so kann ọ = 0 keine n-fache Wurzel von (2%) 
sein. Es gibt also wenigstens eine von Null verschiedene Wurzel o 
der Gleichung (2’), und 1/o = À ist dann eine Wurzel von (2), Hat 
die Determinante f 


u DL | 
Ay) gg -ee Qan 
i Qal Qu S Onn 


den Rang r, so besitzt (2) gerade r Wurzeln. 
Ist nun A eine ķk-fache Wurzel von (2), so hat die Gleichung 


s= À Tz, 


deren Determinante vom Range n — k ist, gerade k voneinander 
unabhängige reelle Lösungen sv. Man kann diese Lösungen 


1 Die a,, denken wir uns alle reell. Die Wurzeln von (2’) und (2) sind 
dann gleichfalls reell. 
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w, d, ..., XV so auswählen, daß sie ein normiertes Orthogonal: 
system bilden, daß sie also den Bedingungen 


sy N i (deals) = 0, Aa) = 
genügen (œ, p = 1, 2, k; azp 


Aus 
z=4Te und o g A T 
folgt 
: Aa) = AR 0,2, 2, 
Ed) = AA Da,z“, 2) =ANNDa,,r, wi: 
mithin 


(. — y) (ex) = 0 


Wenn also’), #% ist, so hat man (sx) = 0 

Bildet man also zu jeder Wurzel von (2) ein normiertes Ortho- 
gonalsystem von Lösungen der Gleichung © = 4 Tzr, so erhält man 
ein'r:gliedriges normiertes Orthogonalsystem. "Diesem entspricht ein 
vollständiges normiertes Orthogonalsystem von 'Eigenfunktionen eines 
symmetrischen ‚Kerns f(s, y) 

Ein vollständiges normiertes Orthogonalsysiem von T ist auch 
ein solches für 7?, T?, ...., die Iterationen von T. 

Lautet 7? ausführlich geschrieben 


( (y (p 
n= taln+... taz, 


y = aR m + aR to F... +, 


€ 
. Å‘ 


mann ay s + a Gas 
80, sind An Wurzeln, der. Gleichung ; 


N A |! 
(8) _ 20, 1 — 2a% W LK tiene OSA So 
ss 1%, => 10%), ARE a = zat 


gerade die pt Potenzen der Wurzeln von 2) 
Ist nämlich ; 

EN ji A 

80 folgt PRAT, i 

g= 2e Tix 

Gehören: also zu A gerade k linear unabhängige Invarianten von, T 

so gehören zu A? wenigstens % linear unabhängige Invarianten von TR. 

Ein vollständiges normiertes ‚Orthogonalsystem von. T ist auch für 

T? ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem. Die Vollständigkeit 
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I 


beruht darauf, daß die Determinante von 7? keinen höheren Rang 
haben kann als die von 7. 

Wenn man die Gleichung (3) für p = 1, 2, 3, .... aufstellt, so 
ist man imstande, einfache Formeln für. die Potenzsummen der 
reziproken Wurzeln von (2) zu geben. | eh 

Die Wurzeln von (2) mögen A,, %,, ..., A, heißen (jede mit der 
entsprechenden Vielfachheit geschrieben). Dann sind A,?, A,P,..., A,? 
die Wurzeln von (8). 

Schreibt man die Gleichung (3) in ausgerechneter Form, so 
lautet sie 


LED Eee n a IN 
Daraus ersieht man, daß | 
a haste) ) aP) 
ae been er a + Gen 


ist. 
Nun sei A die absolut kleinste unter den Wurzeln Ria Aasi. Ap 
und sie sei %fach. Dann können wir schreiben 


ana aT 
u lassen wir alle von A verschiedenen Wurzeln durchlaufen. Da 2 
die absolut kleinste Wurzel ist, so sind alle Quotienten a deren 


es im ganzen r — k gibt, ihrem Betrage nach kleiner als 1. 
Es folgt also 


Man kann sich auch so einrichten, daß der Grenzwert einer 


“monotonen Folge zu berechnen ist. 
Zu diesem Zweck bilde man den Quotienten 


N 
‚Sr —, pe i 


= 
To 


Da offenbar | 
1 1 


ist, weil die linke Seite das Quadrat der Matrix 


520 Vorbereitungen zu FE. Schmidts Bexistenzbeweis 


1 1 1 
Jesl arm Ha 2271 
1 1 1 
een PET SE „Prl 


darstellt, so hat man 
Sıp—ı — hr 


5 Sp ~ Soppa 
Die Folge 
Aa en eh: 
eeu RN 


konvergiert also absteigend nach dem Grenzwert A?. 

Es läßt sich auch leicht ein einfacher unendlicher Prozeß 
angeben, um zu einer Invariante von T zu gelangen. 

Das sieht man am einfachsten, wenn man 7 durch eine passende 
orthogonale Transformation, die gleichzeitig auf die x und auf die y 
angewandt wird, auf kanonische Gestalt bringt. 

Es gibt, wie wir wissen, eine orthogonale Transformation, die 
die quadratische Form 

Dapp (apg = gp) 
auf die kanonische Gestalt 


Een t 

aa Tan ea 
bringt (vgl. 8116). Unterwerfen wir y,, Ys, ---s 4, und %, Ayı +. Za 
derselben Transformation, so wird 

Da,,%,%, An nA ài +2 2A L ala Ihe 
zugleich aber 
Yh F Ya Heee + Yna = D d t Yada tt Ynn 
Die Gleichung 
Yat:--+4,%,= DAPA 

in die wir die Formeln (1) zusammenziehen können, geht durch jene 
orthogonale Transformation in onde über 


a) te 
Diese Gleichung zerfällt wegen der Willkürlichkeit der ; in 
LÁ h ër 
(1) r ER et 


Y4 = 0, oo eg „=. 
Das ist dieselbe Transformation wie T, nur in den deutschen 
Veränderlichen geschrieben. Wir wollen sie mit & bezeichnen. 
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Wenden wir auf eine Invariante von T die orthogonale Trans- 
formation an, die von (1) zu (1) führte, so ergibt sich eine Invariante 
von T, und umgekehrt finden wir aus einer Invariante von T eine 
Invariante von 7, indem wir die orthogonale Transformation an- 
wenden, die von (1‘) zu (1) zurückführt. Normierte Orthogonalsysteme 
gehen dabei wieder in normierte Orthogonalsysteme über. 

Nun wollen wir zeigen, wie man eine Invariante von & findet. 
Wir nehmen ein Wertsystem x und leiten daraus durch p-malige 
Anwendung von &% das Wertsystem 


x») = Trr 

ab. Offenbar ist 

Bessichnen wir nach wie vor mit A die absolut kleinste unter den 
Wurzeln A,, ..., A, und nehmen wir an, daß A,, A,, ..., A, gleich A 
ae daß also S eine k-fəche Wurzel ist, so wird 

Arga ga o AP TIP = Gy 
P (P) LE p PD) _ CAS r 
1 a= (an) LESE aI, A Ir (+) Ir s 


A = 0, .. op 12? =(. 
Daraus folgt für unendlich zunehmendes p 
lim 7, M)=x,... Im@y,@)=r, 
lim A’) = 0, ..., lim A’) = 0. 
Wir sehen daraus, daß das Wertsystem 4? y nach 
te 0, 05....,.0 
konvergiert, d. h. nach einer Invariante von T, die gerade zu der 
Wurzel A gehört. 

x darf nur nicht so gewählt sein, daß x,, ty, -- ., z, alle gleich 
Null sind. Durch’ passende Wahl von x kann man offenbar jede 
Invariante, die zu A gehört, ie Denn jede solche hat die 
Form ti, tas ++ Zu 0, 0, 

Wir ersehen hieraus, daß ee Verfahren alle Invarianten 
von T liefert, die zu der Wurzel A gehören. Man nehme ein be- 
liebiges Wertsystem x. Dann ist 

lim (4? T? x) 

p= 
entweder das Wertsystem 0, 0, ..., © oder eine zu A gehörige In- 
variante von T, und man findet so alle derartigen Invarianten. 
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. E. Soumipr ‚hat diese Betrachtungen auf die Operationen 8, 
mit symmetrischem ‚Kern übertragen, die ja das Analogon der hier 
betrachteten Operationen T sind. . 

8198. . E. Scuumrts Existenzbeweis. 


f (z, y) sei ein reeller symmetrischer Kern, der nicht identisch 
verschwindet und f, f9, f®, ... seien seine Iterationen. 
Die Eigenwerte von f sind die Wurzeln der Gleichung 


1 
D_,;=1-ı| fa zjdz +... = 
/ 
Ihre pt Potenzen sind die Wurzeln der Gleichung 
Diyn = =, 1 — afan (z, z)ds +. 
Diese ORMEA lassen Ei als das Analogon der en (2) 


und (8) in § 197 auffassen. 
s, war dort der Koeffizient von — A in der Gleichung (8). Hier 


übernimmt 
1 
„=fr f (x, © 
0 
diese Rolle. 
Wir wollen jetzt zeigen, , daß auch jetzt 
S 8 R 
(1) ; a Fr H X s.. 


eine absteigende Folge ist und, ihr Grenzwert ein Eigen- 
wert von f®, 

Wir bemerken zunächst, daß die Dan (n= =l, 2,3, ..) alle 
positiv sind. Dies folgt einfach daraus, daß (vgl. Formel 2 in 8 195) 


ana, y)= Í f (æ, u) lu, y)du, 
also 

ren, z) = f If" @, m du 
und : 


11 
= fi fe (a, u} dadu. ’ 
f 00. ? 
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Da f® stetig ist und nieht identisch verschwindet, folgt hieraus 
8, >20. 
Um zu erkennen, daß 


An —_n 


San IF Sint 


ist, benutze man die Formel 


i 
jero (2, Y) = (ra, u) fi» (u, y)du, 
0 


aus der 
1 11 
Eo) [fernt ade = [re Ho, nazay 
0 00 
folgt. 


Wir können (vgl. $ 133) 
11 
[fre, y) G (z, y) dady 
00 


das innere Produkt der beiden reellen Funktióònen F und @ nennen 
und es mit (FG) bezeichnen. Formel (2) besagt dann, daB 
8,44 = (fir f2) 
ist, also s,,, das innere Produkt von f?) und fin. 
Nun ist die Gramsche Determinante 
| (fin=» f- (fu=» feto) 
| ("rD 2% (fe+d f”). 


nie negativ.) D. b. man hat’ ie i 


! 
I Bhai S 
2n—2 an =0,, 


| Son Syn+2 
also 


H: 8 9. 

2 un—2 an 
S, el) mithin Zt=: > nr. 
an 2 n42 Pr Dee F 


Die Folge (1) ist somit absteigend und hat lauter positive 
Glieder, Daher existiert 


lim Zr ., 
i San 


Dieser Grenzwert e ist nicht gleich Null. 


Y Beweis wie in § 184. 


De M.Sohmidte E EA 


Setzt man für einen Augenblick bei festgehaltenen x, y 


fP (w, u) = F, (u), 
fO (y, u) = G, (u), 
so ist die Determinante 
(F, F,) (F, 9, 
(G, Fp) (G, G) 
als Gramsche Determinante von F (u) und G (u) nicht negativ. 
Man hat also 


1 2 1 1 
| JEPE 2u) = f 1P (æ, u) fP (z, u) du [Our (yu) du. 
0 0 Q 


Da aber 
1 
fO +0 (x, y) = Ji fo (æu) fD y, u)du 
0 


und 
1 


fe» (x, x) = [Pære u)du, 


0 
1 
ro u, y) = [FOWAO udu 
v 


ist, so lautet die obige Ungleichung 

fPD (x y) fP+9 (x,y) = fOD (x a) FCD (y, y), 
und hieraus folgt durch Integration nach x und y 
(3) S2p42g E apq: 


Diese Ungleichung liefert für p = n und q = 1 
Also ist auch 


Nach $ 197 darf man vermuten, daß lim(s, 3:83, =0 ein 
Eigenwert von f® ist, und zwar der kleinste. Um nun nach dem 
Vorbild von § 197 eine dazu gehörige Eigenfunktion zu finden, muß 
man von einer Funktion (x) ausgehen und sie wiederholt der 
Operation 2, d. h. 
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1 


vo=[rPeneWa, 


0 
unterwerfen. Dann darf man hoffen, daß die Grenzfunktion 


(4) Jim (Agng) 


eine Eigenfunktion von &? ist. 
Nun ist aber 
j Kirti gp = MR, 
also 
11 
w+? = [f Om rw) ge)dun, 
00 


und daher 
crti R+? p -2 gati R21+? p 


11 
= ff fO (æ, ujor FOP) (u, v) — c1 fo (u, v)} p(v)dudv. 
00 


Setzen wir zur Abkürzung 
f? (x,u) p (v) = Y (u0), 
o? FOP) (u, v) — ca fOD (u, 0) = y (u0), 
so können wir schreiben 
crti R? p — oltl Q222 Ea clx y). 


Da nun 
Ba (x W E y y) 

ist, so folg 

(6) fort! A2r +2 p— 01tl Q2g+2}2 = c? (xx) (y Y) x 


Für (yy) findet man den Wert 
1 1 
= [EP du: f pro an. 
0 0 


Bezeichnet man mit M das Maximum von {f‘®(z,y)}? in dem Gebiet 
0=x, y=1 und setzt 


1 
K= :(v)dv, 
as 


80 wird 
(py)= ME. 
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Für (xx) findet man 


11 Gaa 
(xx) = 0?? | | {FCP (u, v)}? du dv — Zerta | | fOD) (u, v) fOD (u, v) du dv 
fi fjerna 


+ ae [firenta v)}?dudv, 


d.h. 
(xx) = 0?r ee: Dertg rt c24 She’ 


Die Ungleichung (6) verwandelt sich hiernach in 
(7) {ortir +2 g oI+1R2a+2]2 Sc MKfo?rs, —2ertte, yog OES 
Aus 


Sgn-r =e 
Sin 
folgt nun 
087 Sn? = c” Son 
Daraus sieht man, daß c"s,, beı zunehmendem n eine ab- 
steigende Folge durchläuft, daß also 


lim (c" s, „) 


existiert. Dieser Grenzwert ist übrigens von Null verschieden. 
Nach Formel (3) hat man nämlich 


Sap 


Saphsu r 
oder 


Ar Arıı „ anal, 
Sapho Sap+s Sgp+se. Br 
Läßt man bei festgehaltenem q den Index p unendlich zunehmen, 
so ergibt sich _ 
d. h. ce. Zl. 


S24 


Mithin ist auch 
lim (es,,)=C=1. 
Kehren wir nun zu der, Ungleichung (7) zurück, so können wir 
schließen, daß bei passender Wahl von Nfürrpgyz=N 
jor+! R+ — car Q242 A <E 


ist. & bedeutet eine beliebig vorgelegte posinve Zahl. 
Man ersieht bieraus, daß 
limer 8r g = w (2) 


existiert, und daß es sich um ein gleichmäßiges Konvergieren .nach 
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dem Grenzwert handelt. Man kann auch sagen, daß der Grenzwert 
durch die’ in (0, 1) gleichmäßig konvergierende Reihe 
(8) w (z) = p + (Rp — p) + (etp —cR:y) + 
dargestellt wird. Da die Glieder dieser Reihe in (0, 1) stetig sind, 
so ist auch w(x) in (0, 1) stetig. 

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (8) hat man 

Ru = Rp se Riy — Ro) zn (Rp a Rig) er 

und daher 
(9) m=? w 

Jetzt ist nur noch zu zeigen, daß bei passender Wahl von p die 
Funktion œw nicht identisch verschwindet. 

Setzen wir aber z. B. 

pia) = F? 3), 0=:=1) 
wobei x ein Wert zwischen U und I ist, so wird 
1 i ; 
Rp = ften fe (y x)dy = Learn, z). 
ù . 
Die Reihe für w(x) lautet jetzt 
aa) + (fa) — A”) + (Om) - oft mr) +. 

Sie kouvergiert für O=.x, x=1 gleichmäßig. Denn die Un- 
gleichung (7) behält ihre Gültigkeit, wenn wir X durch das 


Maximum von 
1 


Sr? @r)?az = faya) 
0 
ersetzen. 
Auch 
(10) of? (x, x + (et f®( z, x) — ef? wa) "er ($:=1) 
konvergiert also Sen und wir können z so daikin, daß 
ihre Summe nicht verschwindet. Wäre dies nämlich nicht 
möglich, so müßte Null herauskommen, wenn wir von O bis 1 
integrieren. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz dürfen wir glied- 
weise integrieren. Dabei finden wir aber 
Cs, + (0s, — 083) + (È sa — 02S) + -Imlrs,,)=- 0E. 
Ist nun z= z, eine Stelle in dem Intervall (0, 1} wo (10) nicht 
Null ist, so wird, wenn wir von | 
a risi p e) = f° em) 3 
ausgehen, w (æ) sicher nicht identisch verschwinden, weil œ{%,) + 0 ist. 
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& 199. Einfache Kerne und Zerlegung eines Kerns in paarweise 
orthogonale einfache Kerne. 


Da jeder reelle symmetrische Kern, der nicht identisch ver- 
schwindet, einen Eigenwert und Eigenfunktionen hat, so ist der ein- 
fachste Fall der, daß nur ein Eigenwert da ist und daß die zu ihm 
gehörigen Eigenfunktionen sich auf eine unabhängige reduzieren, daB 
es also im wesentlichen nur eine Eigenfunktion gibt. Solche Kerne 
mögen einfache Kerne heißen. ; 

Wenn ø(x) eine normierte Eigenfunktion des symmetrischen 
Kerns f(x,y) ist, so folgt aus 


a) =à fre p Way 


und 


1 
g (x) = fpg (y) p (y)dy 
ee U Suhtraktion i 


firen- LOY y (y)dy = 0. 


Für den Kern 


g (&,y) 


fan - 2ER - 


ist also p(x) keine Eigenfunktion. 

Wir wollen uns für f(z,y) ein vollständiges normiertes Ortho- 
gonalsystem von Eigenfunktionen aufgestellt denken, und annehmen, 
daß p demselben entnommen ist. Enthält dieses Orthogonalsystem 
außer p noch eine andere Funktion y, so ist 


Jrwni y)dy = 0, 


also 
1 


Sowwvwwas = | fi y) y (y)dy = vn. 
0 0 


u bezeichnet den Eigenwert, zu dem w(x) gehört. 
ıy ist hiernach eine Eigenfunktion von g(x,y) und gehört bei 
f und g zu demselben Eigenwert. 
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Wenn umgekehrt y eine Eigenfunktion von g (x,y) ist, so folgt aus 


1 
2) = v [ozy W)dy 
0 


und 


1 
0= fop w)dy 
0 


1 
Sp@x@az = 
0 


zunächst die Relation 


Daher ist 
1 1 
z = r [ben + FR) may = frenos 
0 


_ Die beiden Kerne f und g haben also dieselben Eigenfunktionen. 
Nur die Eigenfunktion œ fällt beim Übergange von f zu g fort. 

Hat nun f(x,y) im wesentlichen nur eine Eigenfunktion, 80. 
muß g(x,y) identisch Null sein. Sonst hätte nach § 198 g(x,y) eine 
Eigenfunktion y, und bei f gäbe es dann wenigstens zwei linear 
unabhängige Eigenfunktionen. 

Wenn also f ein einfacher Kern ist, so hat er die Form 


fla,y) = or WW, 


Ist œ (x) eine beliebige stetige Funktion mit der Norm 1, so hat der 
Kern wem den einzigen Eigenwert 4 und im wesentlichen nur 


die Eigenfunktion Q. 
Die Gleichung 


1 
n | LEEU olyay = o (z) 
0 
besagt nämlich, daß 
o (z) = o p(x) 
ist, und dann folgt sofort x = 4. 

Wenn der Kern f(x,y) p linear unabhängige Eigenfunktionen bat, 
ist er in p einfache Kerne zerlegbar. (2), ..., pp(®) sei 
ein normiertes Orthogonalsystem von Eigenfunktionen des Kerns f 
und A,,...,A, seien die entsprechenden Eigenwerte. Dann hat von 
den Kernen 
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tener ayet senu, u 


( 
hy) eh n 


@) o 
A) = hamy -A Pp o 


der erste p — 1, der zweite p — 2, der dritte p — Sree o der letzte 
also gar keine Eigenfunktion. f„(2, Y) mub also taR vèr- 
schwinden, und es ergibt sich die "Formel 


N AAN, By) | a Pr) Pr (Y), 
Ren a e S 
Hat der Kern f(x, y) nicht bloß eine endliche Anzahl linear 
unabhängiger Eigenfunktionen, sondern unbegrenzt viele, so sei 


aohia BEE ha Ra Bai Pa E) i ia 
ein vollständiges normiertes Orthogöhalsystem von Eigenfunktionen 
und A, sei der Eigenweit, zu déin PaE ) BE 
. Wenn nun die ‚Reihe 


Pre??? 


fj 
nonw y nent Ger; Ei REN Aa 


in dem Gebiet bs, ysl gieiphmubig RER so ist 
fle DT [2e Bay) + Pa (2) p: (y) At. 
1,3), Ni j et Hei 


(1) Fee 


wie" f (x; y) eine’ stetige symmetrische: Funktion. . ‚Wäre sie nicht. 
identisch Null, so hätte sie eine Eigenfunktion w.. 
Andererseits ist 


= 9, 9) 


yp Jai 


t ar 


1 

Joe: nr. fr =. 

0 A 
Aus 


; 
EDA 
0 ii airi ! 


und 
tig 


11, 1 * H 
et Winner 


folgt aber 
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i 
(2) Svag,@dz = 0: n=1;:%08,\..) 


Danach wäre 
o NR, | T 


frenv Wdy = fs ara 


Das ist aber une weil f(x, y) nur iesafinktionen hat, die 
sich linear aus einer endlichen Anzahl œ, zusammensetzen, wasi 
von 3» wegen (2) nicht gilt. 

g (œ, y) muB also identisch verschwinden, und man bat N 
( 
(8) f4) = u UL ze ven mu DIOR Re 
Nennen wir zwei symmetrische Kerne, bei denen jede Eigen- 
funktion des einen zu den Eigenfunktionen des 'änderen' orthogonal ` 
ist, selbst orthogonal, so haben wir eine Zerlegung: von f(z, y) in 
paarweis orthogonale einfache Kerne gewonnen. 


8 200. Eine Eigenschaft der Eigenwerte ‚eines ,, «i 
symmetrischen Kerns., 


pe), Palæ)». sei ein vollständiges normiertes Orthogonal- 
system des reellen symmetrischen Keras. f(v, y), und Ay Ays Ayr... 
seien die entsprechenden Eigenwerte. In dieser Folge kommt ein 
Eigenwert p-mal vor, wenn zu ihm p linear unabhängige Eigen- 
funktionen gehören oder, wenn er, wie man sagt, p-fach ist. 

Sprechen wir von den Eigenwerten ‘des Kerns f (£, a) so wollen 
wir immer jeden so oft hingeschrieben denken, als seine Vielfachheit 
verlangt. Erz 

Die Eigenwerte A,, Ag, Ay, ==> eines en Kerns haben | 
nun die Eigenschaft, daß ihre reziproken Quadrate eine kon- 
vergente Reihe bilden. gi 

Es ist nämlich 


1 Wenn man eine Funktion p(@), die nicht identisch verschwindet und 
die, Eigenschaft $y p = 0 hat, als eine zu dem‘Eigenwert © gehörige Eigen- 
funktion des; Kerns f bessichnet, so sind auch dann Eigenfunktionen,: die zu 


verschiedenen Eigenwerten gehören, zueinander orthogonal. 
$ 2 y 34* 
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an IE A aN, nn Bu) 
1 2 L 2 
en ner) ++ | f7 ontas] 
0 0 


=fr (æ, y jj?dy = (a, z), 


denn 


fire. 4))* dy — (fre TOORE (fre v) pa hay) 
0 v 0 


ist die Gramsche Determinante der Funktionen 
f (2, y) Pı Y)» ey Pra Y) 


also nicht negativ (vgl. § 134). 
Aus (1) folgt aber durch katoer ion 


Trte Laff fe, y)’ dzdy. 
LURI 
Damit ist die Konvergenz der Reihe 
1 1 1 
(2) a + ER Ar FR at 


bewiesen. 
Jetzt kann man leicht zeigen, daß die Reihe 


@) pa U) 
(3) pa N + ann EHE: 


absolut und gleichmäßig konvergiert. 
Es ist nämlich, wenn wir 


1 1 
eat 


n+l 
setzen, 
Pn (x) Parly) | Pa p (2) Far) p (4) 

An | m ai en Än+p 
< Ru A) P) AR ai Pn+p i Pn+p u) | 

An An+p 

ie ey, ».\"3 
jr tee 
n \ n+p n n+p 


f”, x) f” ly, y). 
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Bezeichnet man mit M das Maximum von f!®(z, x), so ist also 


n ( CETIS n+p 
Pa) pa) | | PO my. 
In | An+p | 


Daraus folgt aber wegen lim R, = 0 die absolute und gleich- 
mäßige Konvergenz der Reihe (3). 
Nach 8 199 können wir also sicher sein, daß 


(4) fa, BA nen, 
ist. 


Betrachten wir nun die Reihe 
Pi = zum (y) 2 Pz = uell (y) Sb: 


(5) 

so ist hier 
PaE) Pa (Y) | Pn p2) Pr p (Y) 
| als iR | te) | 


N pi Ins 
Se tee 
Setzen wir ie a 
R,(e) = Pa T a 
so wird r | = a er 
(6) | D) 9.0) | BR | Payr O Yarr u) | s ym VR œ 
Fi | An+p $ 


Aus (6) ersieht man, daß die Reihe (5) bei festgehaltenem x 
absolut und gleichmäßig konvergiert. Da x und y symmetrisch auf- 
treten, konvergiert sie auch bei festgehaltenem y absolut und gleich- 


mäßig, 
Es sei nun 
Il ( 
De - EN. gley). 


Dann hat man (wegen der absoluten Konvergenz) 


© fa 
(gle, y)? = (fc, 9)? — Se 


1 a0 
I I r rl a s 
TES AK. A 9 pW) 


rs 


? 


und auch diese Reihe konvergiert bei festgehaltenem w (oder fest- 


gehaltenem y) gleichmäßig. 
Daher dürfen wir, um das Integral nach x (oder nach y) zu 


finden, gliedweise integrieren. Das gibt uns aber 
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or 2, y) ran Fey (©, x er en 0 


(vgl, Formel. 4), Da TE ) bei festgehaltenem © stetig ist (als 

Summe einer gleichmäßig konvergenten ‚Reihe stetiger F 'unktionen), 

so folgt hieraus , jo re 
Z si, y= SyS 

Dies gilt für alle x. aus dem Intervall, (0, 1) g(œ, y) ist also 

identisch Null, und Formel (7) geht in folgende über 


ER ee 
(8) fP, y= Br wi na SER 


Nachträglich läßt sich nun beweisen, daß auch diese Reihe in 
dem ganzen Gebiet 0 =g, y= 1 eieichmäßig nönyergiech also nicht 
bloß bei festgehaltenem x oder y. 

Wegen der Ungleichung (6) genügt es, sich ‚von der gleich- 
mäßigen Kpnzergenf der «Reihe 


ae BET EN e 


za überzeugen. 
Die Glieder: dieas: Reihe sind wE und nirgends, negative 
Funktionen und auch die Summe der Reihe ist stetig. Daraus folgt, 
wie man, zeigen. kann, die-GleichmäßBigkeit der Konvergenz. 
Wenn die Summe und die Glieder der Reihe stetig sind, so 
sind. augh.,alle Reste R (m). stetig. Kine „in (0,1) ‚stetige, Funktion 
ıhat’.aber,.ein, Maximum, . Dieses möge bei ‚A, (a), an. der ‚Stelle 
(0 w, =L) eintreten.: „Gelingt eg uns. zu. zeigen, daß, 
(9) lim R, («,) = 0 
ist, so. haben wir die gleichmäßige Konvergenz bewiesen, 
Offenbar. hat man.. ' Mr Mr AREN RENE ir, 


in JE É n (2 Yu) Rp le na), Eh 
R&) R (2), "ist also eine absteigendo Folge mit positiven 
Gliedern. Ihr Grenzwert heiße RA. un. 
x sei ein Haninge der Folge wi Dy eer Da im Falle 
MSN ea 


Ku R E)ZR (W)Z=R 
-iist undin. jeder: TOKEN yon- g unendlich, viele ay: resep; 80; folgt 
wegen der en von R,(e), daB auchimanın!a iy nennen 
u ta. cl Ye! + iinan uR ‚zer nn Hab Bo anai 
ist. Läßt man jetzt "unbegrenzt zunehmen, so wird" MARS! 


aktig 
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lim R, (z) = 0. 
Folglich ist auch R=0. 

Wir wissen jetzt also, daß die Reihe (8) absolut und gleich- 
mäßig konvergiert. Daraus folgt die absolute poa eo 
Konvergenz der Reihe 

9 en o) +: p Mr... 
für k= 2. Ist k eine ganze Zahl, so hat diese Reihe die Summe 
[®(z,y), Andernfalls kann man sie zur Definition eines iterierten 
Kerns mit nicht ganzzahligem Index benutzen. 


$ 201. Entwickelung willkürlicher Funktionen nach den 
Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns. 


Wir beweisen, zunächst, folgenden, Hilfssatz, (von, E. Sominy): 
Yıl@), Pal) -.. sei ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem 
von Eigenfunktionen des reellen symmetrischen Kerns f(x,y) Wenn 
dann eine reelle stetige Funktion wie) zu allen g,(a) ortho- 
gonal ist, so ist sie auch ‚zu fey) orthogonal (bei fest- 
gehaltenem, 9. Tst umgekehrt., E 


i ui : i pain täi 


1 hat rl 


(1) frenvadz=0, KESE 
so folgt daraus EAS ERIAR T y Ei 
1 
(2) Sm@weaz. allen Be) 
0 


Das letztere ergibt sich: sofort, wenn. man (1 (4 k mit p, (y\ multi- 
‚pliziert..und. a y integniert.:Waiişt Bra RETTEN 
ffr Ne 2e (y Da Sifat lale 
Wir haben Kio nur zu zeigen, "daß aue den Gleichungen (2) 

die Gleichung (1) folgt. NARST AR 


Da W 
op En y, 


ist und‘ die: Bahe zechts‘ tlcismnhttigkonvergiert 0’ wird i 


feee „weir Pfnr- ron 
y 1 
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Es ist also auch 
11 


l [rr@nv@owwWaray = 0, 
oder, wenn man die Formel 


f? (ey) - [tan )f udu 


benutzt, 
LSLS 
Sff yadedydu = 0, 
000 
d. h. ; 


1 1 2 
f (rennee] du=0. 
O A 
Daraus aber folgt wegen der Stetigkeit von f und y 
1 
Sreww (z)dz = 0. 0=u=1) 
; i 
Wir wollen jetzt eine Funktion w(x) betrachten, die sich aus 


einer reellen stetigen Funktion y(æ) durch Anwendung von 8, 
erhalten läßt, so daß also 


at 
(3) o (2z) = f f(z y)x u) dy 
0 
ist. £ 
Wenn die Reihe 
(4) Pı en (y) Jh Pr Dee Hu. 


gleichmäßig konvergiert, in welchem Falle ihre Summe gleich f(x, y) 
ist, läßt sich (3) so schreiben 


1 ‚1 
Ve o= I zwar. 
1 d 


Aus (3) RE ‚ferner 


fow z) p (z) de = ifaw y)x Way, 


so daß wir der Bormel (5) auch folgende Gestalt geben können: 


1 1 
o (z) = omg dut pil) f owpWau +... 
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oder 
(5) o (2) = (@ pı) pı (2) + (o fa) fo (£) +. - 

Um uns von der Voraussetzung, daß die Reihe (4) gleichmäßig 
konvergiert, zu befreien, werden wir uns direkt mit der Reihe 

(® p) Pı (£) + (œ Ppa) Pz ORE 

beschäftigen und ihre Summe bestimmen. 

Wir wissen, daß diese Reihe identisch ist mit der Reihe (5), 
also mit 


te. 


Diese ist absolut und EA. USSıE ee weil die Ungleichung 


ey) | +. + X Pata) | 


E (Z P? H (Z Ppp)? F Me 
gilt, wo M das Maximum des Betrages von f(x, x) bedeutet. ? 


Setzen wir ; 
(6) o(a) — X (w p) Pa = el), 
1 
so wird 
ey) = 0. (n = 1, 2, 3, es) 


Daher ist nach dem oben bewiesenen Hilfssatz 
1 


[rano@az = 0, 
ô 
also auch 


foe jeas foke ()dedy=0. 


00 


Aus (6 ı folgt aber 


fown) on fr. eie= feta 
0 


Mithin ist 


(1) few dv = 
0 


o(2) ist als Summe einer gleichmäßig konvergenten Reihe stetiger 


1 Die Reihe (xp)? + (x Pa)? +... ist konvergent, ihre Summe kleiner 
oder gleich er 
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Funktionen stetig. Daher können wir aus (7) schließen, daß 
o (æ) = 0 ist. ' | 
„Die Kntwigkelung (5^ gilt demnach für jede Funktion 
w e J die sich in der Form hun i 


Srem z C) dy, 


darstellen läßt, wo x{e) stetig ist Wir wissen außerdem, daß 
die Reihe (5’) absolut und gleichmäßig konvergiert. 
Wir hätten den Beweis "übrigens auch so führen können: 
‚ Aus. (6), wo. die ‚linke Seite, absolut und: gleichmäßig, konvergiert, 
folgt durch Quadrieren 
4; bA ‚oo 

) w? (2) — -2D egol 2) pn Br o p) lo p.) p.le) p, 2) = o) 
und diese "Reihe ist ebenfalls gleichmäßig konvergent. 

Nun na man aber i 


wla) - [teibzöidu ffet dv 


fer mie fjer Wzl)auav. ' 


Fein (v) dv LT 


Für 


gilt aber wegen der gleichmäßigen Konvergenz‘ 'der Hehe 
f2 (u, v) Se u) 4 
: Aen iar pi TA REAS H 
die Entwickeluug 


so daß 


ist 


iit Jetgts folgtiausi(8j os ihm ssnin miksi eh 
ni nuun nyit Ionie fP @az =. na Ar 
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t 


§ 202. - E. Scunmrs Auflösung der linearen Intaeralelne een 
mit symmetrischem Kern. 
Die Integralgleichung 


(1) vani pei affanosa 


verwandelt sich, wenn man 


p (2) = p(x) + o (r) 
setzt, in ; BREN 


(3) - w (a) = à f fleyg wdy 

0 Lij EHER 
Daraus ersieht man, daß œ (x) gerade die in § 201 geforderte Form 
hat.! ‚Es gilt also die Entwickelung 


(9) - u of) = AVA, a) (o pa) pa f) + j 
und sie konvergiert absolut, und gleichmäßig. yit u ps), ».+ ist 
ein’ vollständiges normiertes Orthogunn Ve von ehren 


des Kerns f (m, y). 
"Aus (2 ) 2) findet, man 


11 TEET 


itia) 


Se: ih, ‘| 
(w ph=t f J fa) pae) p U) dedy = ——(p o 
06 
oder i IE HART Ham 
(4) N Are | (@ en) =7, E; fy Pr) Ar (m au | 
d.h. l s 
(o Mr jt ur RN ers Ka Yan. ia 


Setzt man diese "Werte in 8) ein, so "ergibt sich 
„) 
(5) pia) = pe) +D re): 


Ist à von Ay, Agy..., den Eigenwerten des Kerns f(v, y), ver- 
schieden, so.konrergiert die Reihe (5) absolut und gleichmäßig. 
Man hat nämlich 


p n(® 1 a (2) 
(y PFa ) > N (a Pan) > 
n het 1 A 


1 y ist hier gleich Ag. 
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Die Reihe 
n (©) 
BAU Pr) en 
ist aber, wie wir wissen, absolut und gleichmäßig konvergent. Da 


wegen der Konvergenz der Reihe 1 |4? + 1|% +... lim = 0 ist, 


so folgt die absolute und gleichmäßige Kouvergeuz von (5). 

Aus (5) ergibt sich aber 
RR RU HD Ey. 
Hieraus folgt in en mit (5) 

PARp= yR HAE p) A. 
Nach § 201 ist aber 
y= Dim). 

Also genügt die durch (5) gegebene Funktion der Gleichung (1). 

(5) ist nichts anderes als die Frepgormsche Formel für den 
` Fall eines symmetrischen Kerns, 


Weun A=A, ist und Ros Ay, nd, gleich A,, alle übrigen A 
aber von å, verschieden sind, so . nach PrE (4) 


(1) (p) = 0, (W Pa) =0, ..., (w $, = 
und für n >p 
(w Pr) Fr. } S Ai (y VAR 
g (x) hat jetzt folgende Gestalt: 
In) ; 
(8) g(a) = plz) + a p le) + -t ep Ppl) + aS PEANO 
n=p+L1 


Man -bestätigt leicht, daß diese Funktion o(s), was auch die 
Konstanten c,,%,...,c, sein mögen, die Gleichung (1) erfüllt. 
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(vgl. seine Arbeit von 1815). Die Sätze über die Minoren der reziproken De- 
terminante sind von Jacosı (vgl. den ersten seiner oben zitierten Aufsätze). 
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(Über eine neue Determinantentransformation, Böhmische Berichte, 1879). 
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deshalb bemerkenswert, weil er von der Irreduzibilität der Determinante keinen 
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8 51... Hanker: Über eine besondere Klasse der symmetrischen Daten 
minanten (Leipziger Dissertation), 1861 in Göttingen erschienen. 

‚Über. zyklische Determinanten vgl. man Sreax: 'Einige Bemerkungen über: 
eine, Determinante, -Crelles Journal 1871. ‚Die Zerlegungsformel rührt von 
Srortiswoone her. (Crelles Journal 1856, 8.375)... Der : Produktsatz ist ‚von 
Sovisvarr (Note sur une décomposition de carrés; Nouvelles annales de math. 1860). 

. Betreffs ' der , Surtuschen Determinante vgl, Surmm: Onuthe value of a 
certain. arithmetical. determinant, Proc. of the London math. soc. 1875—76, : 
ferner OrsAro: Determinanti.in arithmetica, Giornale di Battaglini 1885. 

8.58, Cavcax;, Exercices, de: math, 4. Der ehe $ 58 ist von 
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symmetrischen Determinanten sind. ein Spezialfall davon.. Wegen des Satzes 
in 855 vgl. Hermite, Comptes rendus der Pariser Akademie, Bd. &1. e 

§ 59... Zu Satz 40, vgl: Cavrex: Sur les déterminants gauclies; aus 
Journal 1849, ferner Mertens, Crelles Journal 1877. 
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‚Ayg lga ~i Urg Agg F ra Aag | 


| Qs Mg ay 
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i lu i ) 
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(Zur Theorie der quadratischen 'und bilinearen Formen, Moönatsberichte der 
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Beweis des Wrıirsstrassschen Äquivalenzsatzes gab (auf rationalem Wege) 
Frosenıus (Crelles. Journal 1879); vgl. ferner Lanpsserg, Crelles Journal. 1896. 
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tation: Entwiekelung: willkürlicher Funktionen nach Be eeD BArBeachEI-bnueT, 
Göttingen 1905). 

‚8.117... Herme, Orelles Journal 1856, ad ra Crelles ob 1883, 

‘8.121. Über Funktionaldeterminanten vgl. JAvonıs Arbeit!‘ „De deter-' 
minantibus functionalibus“ (Crelles Journal 1841), deutsche Ausgabe von ` 
Srarcrer in Ostwalds Klassikern der exakten Wiss. (Nr. 78), 

$ 131. Jaconi, Crelles Journal 1844. 

$ 184. Gram: Über die Entwickelung reeller Funktionen in Reihen mittels 
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8 136. Wroxskı: Refutation de la théorie des fonctions de Lagrange, 
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§ 151ff. Pomcart: Sur les déterminants d’ordre infini, Bulletin de la 
soc. math. 1885—86. Heroe von Koon: Sur les déterminants infinis et les 
équations différentielles lineaires, Acta math. Bd. 16. Außerdem sind die zu- 
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$ 164. E. Scamipr: Über die Auflösung linearer Gleichungen mit un- 
endlich vielen Unbekannten, Rendiconti del Circolo di Palermo, 1908. 

§ 180. Frepuorm: Sur une classe d'équations fonetionelles, Acta math. 
1903. Hapamarns Determinantensatz findet man im Bulletin des sciences math, 
1898; vgl. auch E. Fischer, Archiv für Math. 1908, 

8 183. Je größer n ist, desto genauer sind die Gleichungen 


pet D FEN = pa) 


s=1 


i a) 
(r=1, N Er = Y —— 


, richtig. Setzt man 


y) = p) = gpr wid on = ALN 5 
so lauten sie 
a 
Pr + mm = y (u). (r =l, oia h) 


Das ist cin System von n linearen Gleichungen mit den n Unbekannten 
Tis Pos -= Pa und mit der Determinante 


Ls ees Cn | 


On LF Can | ; 
Der Grenzwert dieser Determinante ist gerade die Frepuormsche Determinante Dy. 

Auf diesem von Hinserr angegebenen Wege kommt man in ganz natür- 
licher Weise zu der Frepnorm scheu Determinante. 

8 189. ©. Nrumann: Über die Methode des arithmetischen Mittels, Ab- 
handlungen der Leipziger Akademie 1887. 

8 ı91ff. Vgl. außer der Dissertation von E. Scnaunr (Göttingen 1905) die 
Mitteilungen Hırserrs in den Göttinger Nachrichten 1904—1906, ferner die 
Arbeit J. Scuurs (math. Annalen 1909). 
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(Dio Zahlen beziehen sich auf die Seiten.) 


Abbildung einer Ebene auf eine andre 300. Flächentreue Abb. 566. Lineare 
Abb. 355; -Inyarianz des Teilverhältnisses 356; alle Dreiecksinhalte multi- 
plizieren sich mit demselben Faktor 357. Abb. eines Raumes auf einen 
andern 868. Volumentreue Abb. 869. Lineare Abb. 368. 

Abhängigkeit. Siehe: Lineare Abhängigkeit. 

Achse (= Einheitsvektor) 410. 


Bilinearform 214. Rang 218. Symmetrische Bilinearf. 218; als Polare einer 
quadratischen Form 219. Büschel von Bilinearformen, ordinäre und singu- 
läre 253; Elementarteiler des Büschels 254; Invarianteneigenschaft derselben 
255; Reduktion des Büschels auf kanonische Form 257; Äquivalenz von 
Büscheln 264; Büschel reeller Bilinearformen 266. 

Briosonis Sätze über orthogonale Determinanten 162. 


Cayıers Formeln für orthogonale Determinanten 171. Cavseys Ableitung der 
Resultante 193; Rang der Cavueyschen Resultante 199. 

Obarakteristische Gleichung einer quadratischen Form 275. 

Cramers Regel zur Auflösung von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten 
45. Cramer über Determinanten 3. 


Definite und indefinite quadratische Formen 238; Hermrresche Formen 288. 

Derangement 4. 

Determinante. Definition 18, in andrer Form 20, Zusammenhang mit dem 
Differenzenprodukt 44. Det. bei Leisnız 1 und 20, bei Cramer 8 und 21. 
Zeilen und Spalten, Elemente 18; Hauptelemonte, Glieder, Hauptglied 19 
Cayıeys und Caucuys Symbol einer Det. 19 und 20. Zwei- und dreireihige 
Det. 21. Beispiele 22. Vertauschung der Zeilen mit den Spalten 22, der 
Zeilen (Spalten) 25. Det. als Funktion der Elemente 26. Stetigkeit 29. 
Charakteristische Eigenschaften 31. Geränderte Det. 89, symmetrische 111, 
schiefsymmetrische 182, schiefe 151, orthogonale 159. Det. als Invariante 213. 
Determinanten von unendlicher Ordnung 369. Normaldeterminanten 872, 
Freouoıssche Det. 455. 


Differential, eigentliches 291. 
Diskriminante einer binären Form 199. Ihr Verschwinden die notwendige und 


hinreichende Bedingung für mehrfache Linearfaktoren 200. Zusammenhang 
der Diskr. mit den Linearfaktoren der Form 201. Invarianteneigenschaft 
208. Diskr. ausgedrückt als Haxkersche Determinante 205. Diskr. einer 
quadratischen oder kubischen Form 206. Diskr. einer beliebigen quadra- 
tischen Form 219. 
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Dreiecksinhalt in Determinantenform 338, ausgedrückt durch die Koeffizienten, 
in den Gleichungen der Seiten 340. Produkt von zwei Dreiecksinhalten 341. 
Dreiecksinhalt ausgedrückt durch die Seitenlängen 843. Verhalten des 
Dreiecksinhalts bei linearer Abbildung 857. 

Dreiecksummen (innere und äußere) bei einer beschränkten Punktmenge in der 
Ebene 358. 


Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns 531. Entwickelung nach Eigen- 
funktionen 535. : 

Eigenwerte einer quadratischen Form 275, einer Hernıreschen Form 282. 

Elementarteiler eines Büschels von Bilinearformen 254. Weızrstrasssche 
Elementarteiler 265. 

Entwickelung einer Determinante nach p Zeilen (Bpulten), Larzaczscher Ent- 
wickelungssatz 38, Jntw. nach einer Zeile (Spalte) 40, Entw. einar Normal- 
deterininante nach einer Zeile (Spalte) 381. 


Formen, binäre 178. Lineare Transformation derselben 191. Invarianten 207. 
Lineare Formen 210. Systeme von solchen 211, Bilinesrc Formen 214, 
quadratische 219, Hermıresche 279. 

FrankE-Syıvesterscher Determinantensatz 103. 

FreonoıLnsche Determinanten 455. Produkt von zwei solchen 463. Frepnormsche 
Minoren 467; Relationen zwischen ihnen 485. 

Frev#ormsche Funktionaloperationen 497. Inverse 500, pseudoinverse Opera- 
tionen 501., 

Funktionaldeterminante (= Jacosısche Determinante) 289, als Quotient von 
zwei Differentialdeterminanten 290. Multiplikationssatz 296. Funktionen 
mit nicht verschwindender Funktionaldet. 300, Funktionaldeterminanten in- 
verser Funktionensysteme 811. Geometrische Bedeutung der Funktionaldet. 
bei zwei Eunktionen 866, bei drei Funktionen 869. 

Funktionalmatrix 289. Rang derselben 306. 


Gerade durch zwei Punkte. Ihre Gleichung 337. 

Geränderte Determinanten 89. 

Gleichungen, lineare homogene mit n Unbekannten 55. Reduktion auf unab- 
hängige Gleichungen 56. Anzahl der unabhängigen Lösungen 58. Methode 
von F'rosenıus zur Bestimmung eines Fundamentalsystems von Lösungen 59. 
n— 1 unabhängige Gleichungen mit n Unbekannten 60, Beliebige lineare 
Gleichungen mit n Unbekannten 61, Bedingung für die Existenz einer 
Lösung 62.' Cramersche Regel 3, 45. Lineare Gleichungen mit nicht, ver- 
schwindender schiefsymmetrischer Determ. 148, mit verschwindender 147. 
Lineare Gleichungen mit nicht verschwindender Normaldeterminante 383, mit 
verschwindender 404. Scumiprsche Theorie 407. Homogene Gleichungen 
488, inhomogene 438 und 449. 

Gransche Determinante von n-gliedrigen Wertsystemen 821, von reellen Funk- 
tionen 822, von komplexen Funktionen 330. 


Mavanarnscher Determinantensatz 460. 
Hankersche Determinanten 112. 
Hernıresche Formen 279. Definite Hermresche Formen 283. Trägheitsgesetz 288. 


Hdentität (identische Substitution) 14. 
Implizite Funktionen 312. 
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Inhalt eines Dreiecks 338, eines Tetraeders 344, einer beschränkten Punktmenge 
in der Ebene 358, im Raum 368. 

Integralgleichungen 474. 

Invarianten binärer Formen 207. Beziehung zu den Linearfaktoren 208. Inv. 
einer quadratischen und linearen Form 241, zweier quadratischer Formen 245. 


Komplement eines Minors 33. Algebraisches Komplement 36. Zeichenregel 37. 
Komplementäre Minoren einer Normaldeterminante 378. 

Komponenten eines Vektors 408, in bezug auf ein orthogonales Achsensystem 
411. Komp. einer reellen Funktion in bezug auf m linear unabhängige 825, 
einer komplexen Funktion 333. 

Kontiouanten 152. Gliederzahl einer Kont. 153. 

Kreis. Vier Punkte auf einem solchen 351. Ptolemaeischer Lehrsatz 353. 

Kugel. Fünf Punkte auf einer solchen 853. 


Larraczscher Entwickelungssatz 38, bei Normaldeterminanten 382. 

Leissız als Erfinder der Determinanten 1. 

Lineare Abbildungen in der Ebene 355, im Raume 368. 

Lineare Abhängigkeit -oder Unabhängigkeit n-gliedriger Wertsysteme 51; ` 
Gransches Kriterium 321. Lineare Abh. oder Unabh. von Funktionen 320; 
Gransches Kriterium 322, 3380. Lineare Abh. oder Unabh. von Vektoren 
mit unendlich vielen Komponenten 410; Kriterium 430. i 

Lineare Formen, Siehe: Formen. 

Lineare Gleichungen. Siehe: Gleichungen. _ 

Lineare Transformation. Siehe: Transformation. 


Matrix 18. Multiplikation von Matrizen, innere 70, 75, äußere 214. Hapanarn- 
scher Satz über die Norm einer Matrix 505. Normalmatrizen 390. 

Minoren (Unterdeterminanten) 83. Komplementüre Minoren 34. Entwickelung 
nàch Minoren (Larzaoescher Satz) 38. Minoren einer Normaldeterminante 
377, einer Frepuoımschen Determinante 467, 485. 

Multiplikation von Determinanten 67, 73, von Normaldeterminanten 388, von 
Frepnormschen Determinanten 463. Innere Multiplikation von Matrizen 
70, 75, von Normalmatrizen mit endlich vielen Zeilen und unendlich vielen 
Spalten 390. Äußere Multiplikation von Matrizen 214, assoziatives Gesetz 
217. Multiplikation von, Funktionaldeterminanten 296, von Funktional- 
matrizen 299. 


Normaldeterminante 372. Minoren einer solchen 877. Darstellung der Normal- 
determinante als Summe unendlicher Produkte 378. _ Entwickelung nach 
einer Zeile 381. Multiplikationssatz 388; die rn” Minoren der Produkt- 
determinante 892. Rang einer Normaldet. 399. r" Minoren einer Normaldet. 
vom Range r 401. Symmetrische Normaldet. 402. 

Normiertes Orthogonalsystem reeller n-gliedriger Vektoren 277, komplexer 282; 
reeller Funktionen 324, komplexer 383; unendlichgliedriger Vektoren 410. 


Orthogonales Achsensystem (bei Vektoren mit unendlich vielen Komponenten) 
410, ist stets abzühlbar 412, Vollständigkeit 419. Ergänzung eines unvoll- 
ständigen zu einem vollständigen 427. 

Orthogonale Determinante 159. Ihr Wert (gleich +1); ihre Reziproke 160. 
Produkt zweier orth. Det. 161. Sätze von Brıosonı und Sıaccı 162. Theorem 
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von Srıerrses 169. Cavıersche Formeln 171. Zwei- und dreireihige orth. 
Det. 175. 

Orthogonale Transformation 275. Orthog. Trf. einer reellen quadratischen Form 
auf kanonische Gestalt 276. Orthog. Trf. im komplexen Gebiet 282. Orthog. 
Trf. einer Hermıreschen Form auf kanonische Gestalt 283: 

Orthogonalisierung eines Systems linear unabhängiger Vektoren 276, 423, eines 
Systems linear unabhängiger Funktionen 324. 

Orthogonalität zweier Vektoren 276, 409, reeller Funktionen 320, komplexer 
Funktionen 331. 


Paarungen zwischen zwei Systemen von n Dingen 6. Gerade und ungerade 
Paar. 10. Symbolische Darstellung 11. Signum einer Paarung 18. 

Permutationen, gerade und ungerade 12. Permut. aller natürlichen Zahlen 378, 

Prarrsche Aggregate 140. Determinanten gerader Ordnung dargestellt durch 
Prarrsche Aggregate 149. 

Polare einer quadratischen Form 219. 

Produkt, inneres, von zwei n-gliedrigen Wertsystemen 65, von Matrizen 65, 
70, 75, von Vektoren mit unendlich vielen Komponenten 409, von Normal- 
matrizen 890, von reellen Funktionen 320. Produkt zweier Determinanten 
66, 73, zweier Normaldeterminanten 388, von zwei FrenuoLnschen Determ. 
463. Äußeres Produkt quadratischer Matrizen 214. 

Pythagoreischer Lehrsatz für Vektoren mit unendlich vielen Komponenten 409. 
Pythagoreische Ungleichung 411. 


@uadratische Form 219. Rang einer solchen 220, Signatur 233. Reduktion 
auf möglichst wenig Veränderliche 220. Transformation in eine Summe 
von Quadraten 221, 246. Ausgezeichnete Numerierung der Veränderlichen 
280. Trägheitsgesetz 232. Äquivalenz reeller quadrat. Formen 234, Klassi- 
fikation 236. Definite Formen 238. Reziproke Form 239. Invarianten einer 
quadrat, und einer linearen Form 241, zweier quadrat, Formen 245. Büschel 
von quadrat. Formen 267. Äquivalenz ordinärer Büschel 271. Büschel mit 
linearen Weiersteassschen Elementarteilern 272. Büschel reeller quadrat. 
Formen mit einer definiten Form 278. 


Rang einer Matrix 49, Operationen, die den Rang ungeändert lassen 50. 
Rang einer Normaldeterminante 399, einer Frepnornschen Determinante 478. 
Bestimmung des Ranges einer Matrix 54, einer symmetrischen Determinante 
147, einer schiefsymmetrischen Det. 146, einer Normaldeterminante 399. Hat 
eine Matrix den Rang r, ist die Matrix ihrer r-reihigen Minoren vom Range 
eins 124. Die r“" Minoren einer Normaldeterminante vom Range r 401. 

Resultante von zwei binären Formen 179, verschwindet dann und nur dann, 
wenn ein gemeinsamer Linearfaktor da ist 181. Anzahl der gemeinsamen 
Linearfaktoren an der Resultante zu erkennen 182, 199. B£zour-CAvyıeyscher 
Ausdruck der Resultante 185, 193. Resultante von f und (— x +a y)g 187. 
Zusammenhang der Resultante mit den Linearfaktoren der Formen 189. 
Inyarianteneigenschaft 190. Gewicht 193. 

Reziproke Determinante 73. Ihre Minoren 79. Rang der Reziproken einer ver- 
schwindenden Determinante (= 0 oder I) 81. Reziproke des Produkts zweier 
Determinanten 82. 

Reziproke Form einer quadratischen 239. 
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Sükulargleichung 125. Realität der Wurzeln 126, 128. Verallgemeinerte 
Säkulargl. 150. 

Schiefe Determinanten 151. Kontinuanten 156, Vorersche Determinanten 156. 

Schiefsymmetrische Determinanten 132, verschwinden, wenn die Ordnung un- 
gerade 133. Minoren einer schiefs. Det. 133. Die Reziproke symmetrisch 
oder schiefsymmetrisch 134. Schiefs. Det. als Quadrate Prarrscher Aggre- 
gate 134. Reziproke einer schiefs. Det. von gerader Ordnung 142. Lineare 
Gleichungen mit nicht verschwindender schief®. Det. 143, mit verschwinden- 
der 143.. Rang einer schiefs. Det. 144. In einer schiefs. Det. vom Range r 
gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen Hauptminor 145. Verfahren 
zur Bestimmung des Ranges 146. 

Sıaccıs Sätze über orthogonale Determinanten 162. 

Signatur einer quadratischen Form 233. Bestimmung der Sign. aus den Haupt- 
minoren der Diskriminante 234. 

Suirasche Determinante 120. 

Stierrses’ Theorem über orthogonale Determinanten 169. 

Substitutionen 13, inverse, vertauschbare 14. Zyklen 15. Jede Subst. in Zyklen 
auflösbar 16. Transpositionen 16. Bei Multiplikation mit einer Trans- 
position ändern sich die Anzahl der Zyklen um eins 17. Gerade und un- 
gerade Subst. 17. 

Symmetrische Determinanten 111. Reziproke wieder symmetrisch 112. HANKEL- 
sche Det. 112, zyklische 115, Smrrasche 120. In einer symm. Det. vom 
Range r gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen Hauptminor 122. 
Verfahren zur Bestimmung des Ranges 147. 

Syıvssters Determinantensatz 83, 99, 102. Sruvsster-Frankescher Satz 103, 
Folgerungen daraus 108. Verallgemeinerter Srıvesterscher Satz 109. 


Tetraederinhalt 344, ausgedrückt durch die Koeffizienten in den Gleichungen 
der Seitenebenen 346, Produkt von zwei Tetraederinhalten 347. Tetraeder- 
inhalt ausgedrückt durch die Kauntenlängen 348. 

Tetraedersummen (innere und äußere) bei einer beschränkten Punktmenge im 
Raum 867. 

Trägheitsgesetz der quadratischen Formen 232, der Hermıreschen Formen 288. 

Tianspositionen 2, 16. 


Umbeschriebener Kreis eines Dreiecks. Sein Radius 343, 

Umbeschriebene Kugel eines Tetraeders. Ihr Radius 349. 

Umpaarungen 7. Jede Umpaar. läßt sich durch Transpositionen bewirken 7, 
deren Anzahl entweder stets gerade oder stets ungerade ist 9, Inversionen 
bei einer Umpaar. 8. Gerade und ungerade Umpaar. 10. Symbol einer 


Umpaar. 13. 
Unabhängigkeit von Funktionen 321. Siehe auch: Lineare Unabhängigkeit, 


Wanpermoxpesche (oder Caucuvsche) Determinante 41. Ihr Quadrat 69. 

Vektoren (mit unendlich vielen Komponenten) 408. Inneres Produkt, Ortho- 
goualität zweier Vektoren 409. Lineare Unabhängigkeit 416, Kriterium 
dafür 430. Einheitsvektoren (Achsen), orthogonale Achsensysteme 410. Zer- 
legung eines Vektors in bezug auf ein endliches orthog. Achsensystem. 
Pythagoreische Ungleichung 411. Oxrthogonalisierung linear unabhängiger 
Vektoren 423. Grenzwert eines Vektors 414. Sätze über Grenzwerte 415. 
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Zerlegung eines Vektors in bezug auf ein unendliches orthogonales Achsen- 
system 418, Rest eines Vektors in bezug auf ein solches 419. Vollständige 
orthogonale Achsensysteme 419, Ergänzung eines unvollst. Systems 427. - 
Vertauschbare Substitutionen 14. 
Voisrsche Determinanten 158. 


Wnronskısche Determinante 327. 


Ziyklische Determinanten 115. Zerlegung in Linearfaktoren mittels der »'" 
Einheitswurzeln 116. Produkt zweier zykl. Det. läßt sich wieder als solche 
schreiben 117. Zykl. Det., deren erste Zeile eine arithm. Reihe ist 118. 


